गणित , 
खआाध्यमिफक फषताओं के लिए 


भाग 3 


(कक्बाः शा की पांद्यपुस्तन्‍्क ) 


संपादक मष्ठलस 


डा० एम० पी० हिहु अध्यक्ष 
. इलियत इत्सटीद्यूंट आफ टरैवनोलौजी 


नई दिःल्ली 

भी आर एम० भागवत ।.. शा० मनमोहन पिह अरोरा 
होमी भाभा पेटर पार ्राइल्स एजुकेशन राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधात और प्रशिक्षण परिषद्‌ ' 
दी० आई एफ आर, बाई ...' गई दिशली 
डा एस० डी० ज्रोपडा, डा० रोम औतार 
कुएक्षेत्र विश्वविद्यालय राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ 
मुक्त नई दिल्‍ली 
इश्भ्राईए एस०लूपए..... ह डा० एस० कै० पतिह गौतम 
सैन्टर फार एडवांसड स्टडीज इन मेयेमेटिक्स राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ 
पंजाब विश्वविद्यालय, चंडीगढ़ नई दिल्‍ली ह 
हा पूर्य प्रकाश 
मद्रा्त इच्सटीट्यूट आफ टैकलोलौजी 
मद्राप्त ः 

डा० बो० देवकीनदन संपोजक 


' राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ 
। तई दिल्ली 


गणित 
सिडिल स्कूलों के लिए 
. भाग 
“(कक्षा ५] की पाठ्यपुस्तक) 
सतमोहन सिंह अरोरा आर० एस० भागवत एस० डी० चोपडा - 


ह «. सपादक 


सनमोहन - सिंह अरोरा 


विष्यया 5 मृतमइनुते 





एनसीडआरली , 


राष्ट्रीय .शेक्षिक अनुसंधान औरं प्रशिक्षण परिषद्‌ हि 
बिल्ञाणाव्री (०णाणंी ० अक्ादाएणाबओं पिलुश्याएणा इंडते तफ्थ्राणाए 


इस पुस्तक का प्रथम संस्करण राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंघान और प्रशिक्षण 
परिषद्‌ की अनुमति से जूलाई 977 में मैंससं दी मैकमिलन कम्पनी झॉफ 
इन्डिया लिमिटेड द्वारा प्रकाशित हुआ था तथा राष्ट्रीय परिषद्‌ की अनुभति 
से जूनाई 978 में उन्हीं के द्वारा पुनमुद्रित हुआ था। इसके बाद के 


पुनमु द्रण राष्ट्रीय दौक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ द्वारा प्रकाशित 
किये गये है। . 


&) राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ 977 , 


प्रथम संस्करण 
जुलाई [977 
झाषाड [599 
पुनभु द्रण' । 
जुलाई 978 
भ्राषाढ़ [900 
जुन॒ 979 
ज्यपष्ठ ]904 
पा 980 
चैत्र. 4902 
अप्रैल ।98] 
चैत्र |903 : 


?., 0, 28-50 


मूल्य : र० 3.0 


. मुख्य पृष्ठ चित्र : सी० पी० टंडन 


प्रकादन विभाग में, श्री विनोद कुमार पंडित राष्ट्रीय धोक्षिक अतलुक्षंघान 
ओर प्रशिक्षण परिषद्‌, श्लवी अरविज़्द मार्ग, नई दिल्‍ली ! 006 द्वारा प्रकाशित 


सथा पर्ल आफसेट प्रेस, 3/33, कोतिनगर इल्डस्ट्रीयल. एरिया, नई दिल्‍ली 
'-|00!5 मे म॒द्वित। 


भाषकभत 


यह पुस्तक भारतीय रंगभूमि के अतुहूप गणित प्रस्तुत करती है। यह गणित न तो आधुनिक ' है और ने ही * 
“परुपरागत । यहाँ हमारे सामने जो भी है वह है अनावश्यक दुढ़ता का त्याग करते हुए और विद्यार्यी को दैतिक जीवन 
में गणित की अनुहूपता और अनुग्रयोगों की जानकारी देते हुए तथा इसके साथ ही आगे की खोज और अध्ययन के लिए 
उसकी कत्पना को जागृत' करते हुए, उदाहरणों की सहायता से विकसित किया हुआ एक सरत, सुद्दर और पुहुप गणित ।.. 
इस पाठयपुस्तक में वक्षा में करने हैतु अनेकों गतिविधियां सुझाई गई हैं और विषय सामग्री की विद्यार्थी के लिए परिपूर्ण 
बनाने हेतु इनको उदारता से रेखिक आकतियों एवं चित्रों द्वारा समझाया गया है। परिषद, संपादक मंडल के अध्यक्ष 
डा एम० पी० सिह और उसके सदस्यों की आभारी,है जिनके मां दरन में यह काम पूरा किया गया। 


पहुले इस सामग्री का मंडल. के सदस्यों के बीच विवेचन किया गया और इसके बाद । तवस्वर से 3 नवस्वर 976 
तक राष्ट्रीय शिक्षा संस्थान में आयोजित एक का्येणाल! में, जिसमें इस सामग्री की ध्यावपर्वक जाँच और इसमें सुधार हेतु 
सुझाव प्राप्त करने के लिए संपूर्ण भारत से अनुभवी अध्यापकों और विषय-विशेषज्ञों को आमंत्रित किया गया था, 
इसका समीक्षात्मक विवेचत किया गया । । * ५, ' 

... पुस्तक का अंतिम लेखन और विषय-संपादन डा० मतमोहन पिह अरोरा ने किया। डा० बी० देवकीनादन, 
श्री जी० डी० हल, डा० एस०, के० गिह गोतम एवं श्री महेंद्र शंकर ने आवश्यक परहायता प्रदान की। छा० आर० पी० 
गुप्ता, डा० बी० देवकीनत्दन एवं श्री ईश्वर चद्ध ते उत्तर तैयोर किएं। हिल्दी संस्करण का विषय-संगादन डा० बी० 
देवकीनादन एवं श्री महेंद्र शंकर द्वारा किया गया। में इसमें से प्रत्येक का विशेष रूप से प्रो० मतभोहत सिह अरोरा का 
है. । 3338 अपने व्यस्त कार्यक्रम के होते हुए भी संपादन कार्य को स्वीकार किया और बहुत कम. समय के अंदर ही 
इसेपृर्ण किया।... ' ।  त | 


इस पुस्तक को अध्यापकों और विद्याधियों के हं।थों में सौंपते हुए मुझे प्रसन्नता हो रही है। ह पुस्तक के अगले 
संस्करण में सुधार हेतु, परिषद्‌ पाठकों के अनुभवों का स्वागत करेगी क्योंकि हमने सदेव विद्याथियों के लिए अच्छे से 


अच्छे रुप में उचित सामग्री प्रदान करने का प्रयल किया है। ._ | 


| : एस० के० मित्रा 
नई दिल्सी « संयुंश्त निदेशक . 
जूते, 977 ८ प राष्ट्रीय श्रेक्षिक् अनुग्ंघान भर प्रशिक्षण परिषद्‌ 


शिक्षा की 0+-2 पद्धति के अंतर्गत राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधात और प्रशिक्षण पेरियद्‌ ने कक्षाओं ७] से शा 
तक की गणित की पाठ्यपुस्तकों और इनसे संबंधित सामग्री तैयार करने में सहायता' हेतु एक संपादक मंडल का निर्माण 
किया। संपादक मंडल ने वर्तमान पुस्तकें, जोकि राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिपद्‌ ने तैयार की थीं, की 
देखने के अतिरिक्त व्यापक रूप से संपूर्ण स्कूल ढाँचे के लिए और विशेष रूप से कक्षा ४] के लिए प्रस्तावित गणित के 
पाठ्यक्रम की जाँच की । ऐसा अनुभव किया गया कि शिक्षा की 04-2 पद्धति के तत्वज्ञान और उद्देश्यों तथा वर्तमान 
पुस्तकों के प्रयोग करने वालों से जो समालोचनाएँ प्राप्त हुई है उनको देखते हुए, इन वर्तमान पुस्तकों में एक दीर्घ संशोधन की 
आवश्यकता है। मंडल का प्रत्येक सदस्य इस तथ्य से भी अभिन्ञ था कि विभिन्न विषयों को पढ़ाने में जो विधि उपयोग में 
लाई जाए उससे हमारी जनता और समाज की आवश्यकताएँ और आकांक्षाएँ प्रतिबिस्वित हों । 


अत: इस पुस्तक में सरलता और सुन्दरता के साथ संकल्पताओं का अस्तुतीकरण किया गया है। प्रत्येक संकल्पना को 
उपयुक्त उदाहरणों द्वारा प्रोत्साहित किया गया है। जहाँ तक संभव हो सका है अतावद्यक दृढ़ता का त्याग किया गया है । 
संकल्पना का उपयोग करने में विद्यार्थी के समर्थ होने के लिए अभ्यास हेतु हल किए उदाहरण प्रचुर मात्रा में दिए गए हैं। 
जहाँ संभव हो सका है, यह दृष्टिगत रखते हुए कि विद्यार्थी शिक्षण-अध्ययन प्रक्रिया में पूर्ण रूप से संबद्ध रहे, अध्यापक के 
लिए कक्षा में करने योग्य गतिविधियाँ सुझाईं गई हैं। पुस्तक में रेखिक आक्ृतियाँ और चित्र उदारता' से दिए गए हूँ 
जिससे कि विषय सामभ्री परिपूर्ण हो जाए। ४ 


इस पुस्तक की कुछ और मुख्य विशेषताएँ निम्न पेराग्राफों में वर्णित हैं 


(।) संद्याओं की चर्चा केवल धनपूर्णांकों और पूर्ण संख्याओं तक ही सीमित रखी गई है। इसलिए भिन्नों, परिमेय 
संब्याओं, और दशमलव भिन्नों को कक्षा: /॥ के लिए छोड़ दिया गया है। 


“5 (2) संख्याओं के कुछ रोचक गुणों, जैसे कि विभाज्यता की जाँच इत्यादि, को शामिल किया गया है, यद्यपि इनकी 
उपपत्ति नहीं दी गई है। 


(3) विद्यार्थी को आधुनिक पारिभाषिक शब्द का केवल वहाँ ही ज्ञान कराया गया है जहाँ उप्तकी आवश्यकता प्रतीत 
होती है तथा जहाँ इससे उसे कुछ लाभ होता हो। उदाहरणाथे, यह कहा गया है कि पूर्ण संख्याओं का योग 
ऋमविनिभेय है। परन्तु इसके साथ ही, विद्यार्थी को सुझाव दिया गया है कि वह इस ताम की चिता न करे। उसे 
तो केवल यहू तथ्य सीखना और देखना चाहिए कि दो पू्ण/संख्याओं के योग में क्रम का कोई प्रभाव नहीं पड़ता । 
जहाँ तक संभव हो सका है, अनावश्यक आधुनिक पारिभाषिक्‌ शब्दों और संकेतों का परित्याग किया गया है। 
उदाहरणार्थ, विद्यार्थी को केवल एक बार संख्या और संख्यांक के दीच का अंतर बता दिया गया है। इसके आगे 
दोनों के बीच में कोई अंतर नहीं रखा गया है और दोनों शब्दों को एक दूसरे के स्थान पर प्रयोग किया गया [है। 


(4) प्रत्येक अनुच्छेद के अंत में दिए गए प्रदनों की संख्या इस प्रकार है कि विद्यार्थी उनको सरलतापूर्वक कुछ घंटों के 
कार्य के रूप में कर सकता है। अनुच्छेद छोटे हैं और इसी प्रकार एकक भी । इससे विद्यार्थी को, जो कुछ उससे 
सीखा है उसकी जानकारी प्राप्त करते में सहायता मिलेगी। शक 


(5) 2 ४ पर विविध प्रश्नावलियों को शामिल किया गया है ताकि विद्यार्थी पढ़ी हुई सामग्री की पुनरावृत्ति 


शक प्रस्तावना 


' (6) प्रत्येक एकक के प्रारम्भ में उसका सारांश दिया गया है ताकि विद्यार्थी यहू जान सके कि वह इस विशेष एकक में 
क्या पढ़ने जा रहा हैं। 


(7) अंकगर्णित, बीजगणित और ज्यामिति की मिलाकर एक ही पाठ्यपुस्तक बनाई गई है। 


] 


एवं सरल स्थितियों को शामिल किया गया है। 


(9) इसके लिए कि विषय सामग्री विद्यार्थी के लिए परिपूर्ण ' हो सके, ज्यामिति के अधिकांश परिणामों का सुझाई , 
गई गतिविधियों द्वारा सत्यापन किया गया है। रे ! 


(8) लाभ और हानि, साधारण ब्याज इत्यादि के अनुप्रयोगों का अध्ययत करते समय वास्तविक जीवन से संबंधित 


(0) पुस्तक की भाषा सरल और रोचक है। "-42* आयु के बच्चे के शब्दकोश को दृष्टिगत रखनें का निरन्तर 
ध्यान रखा गया है। जहाँ तक हो सका है, सरल और छोटे वाक्‍्यों का प्रयोग किया गया है| ह 


मुझे यह लिखने में गव॑ है कि हमें जो कार्य सौंपा गया था वह हमें इसके लिए दिए गए अल्प समय में ही पुणंतो गा । 
निस्संदेह यह मेरे साधियों में से प्रत्येक के स्वेच्छ और अपरिमित सहयोग से हुआ और में उत्तका आभारी हूँ। मंडल के 
प्रत्येक सदस्य ने कठोर परिश्रम और निष्ठा के साथ, अपनी शक्ति के अनुसार इसमें योगदान दिया। वास्तव में, गणित 
, के लिए अपने को समर्पित करते हुए मंडल के प्रत्येक सदस्थ ते जिस दलीथ भावना से कार्य किया केवल उस के फलस्वरूप 
ही, विद्यार्थी के लिए, यह एक अच्छी प्रकार लिखी हुईं एवं रोचक पुस्तक तैयार की जा सकी। 


* विशेषरूप से में प्रो० मनमोहन सिह अरोरों का कतज्ञ हूँ कि उन्होंने अपने अन्य भारी व्यावसायिक कार्यों के होते 
हुए भी कम से कम समय में इस पुस्तक का संपादन किया। इस का में उनकों डा० बी० देवकीनन्दन, श्री जी० डी७ 
देल, डा० एस» के० सिह गोतम एवं श्री महेन्द्र शंकर ने आवश्यक सहायता प्रदान की। पुस्लक के निर्माण कार्य का 
निरीक्षण डा० आर" पी० गुप्ता, डा० बी० देवकीनन्दन, डा० एस० के० सिंह गौतम, डा० राम औतार एवं श्री महेन्द्र 
शंकर द्वारा किया गया। डा० आर० पी० गुप्ता, डा० बी० देवकीनन्दन एवं श्री ईद्वर चद्ध ने उत्तर प्रदान किए। हिन्दी 
संस्करण 3००8५ डा० बी० देवकीनन्दन एवं श्री महेद्व शंकर ने किया। में सच्चे हृदय से इन में से प्रत्येक का 
बहुत हतज हैं| ः ि 


जिन प्रतिबन्धों के अंतर्गत हमें कार्य करना पड़ा उनके कारण यह बहुत कुछ संभव है कि पूर्ण सावधानियों के लेते 
हुए भी कुछ छपाई संबंधी या अन्य अशुद्धियाँ हमारे ध्यात से बच गई हों । 


ड्स पुस्तक में सुधार हेतु किन्ही भ्नी सुझावों का मंडल स्वागत करेगा और अत्यन्त कृतज्ञता के साथ उन्हें स्वीकार _ 
ज हैं ५ 


करेगा। पा 
के ; एम० पी० सिंह 
जा हे * अध्यक्ष ग्ु 
तई दिलल्‍्सी रा . संपादक संडल 


बन, 977 


कृतज्ञताज्ञापन 


राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ निम्ते व्यक्तियों की आभारी है जिन्होंने । से 3 तवस्बर 976 


तक 53३५४ ई० कम्पस, नई दिल्‍ली में आयोजित एक कार्यशाला में इस पाठ्यपुस्तक की प्रथम सामग्री का समीक्षात्मक 
विवेचन किया: 


]. 


2. 


$. 


4 


कु 


च्उ 


30. 
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42. 


3. 


4. 


क्री ए० आर० भाहूजा 

धनपतमल' विरमाती स्कूल, रूप नगर, दिल्‍ली . 
डा० मसमोहन सिंह अरोरा 

राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌, तई दिल्‍ली 
डा० राम औतार 

राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्‍ली 
श्रीमती जी० टी० एस० चड़्डा 

केन्द्रीय विद्यालय, आर० के० पुरभ, नई दिल्ली 


» श्रीमती सुशील चावला 


केन्द्रीय विद्यालय, गोल मार्केट, नई दिल्‍ली 


» डा० एस० डी० चोपड़ा 


कुरुक्षेत्र विश्वविद्यालय, कुरुक्षेत्र 


» श्री एम० एस० दहिया 


राजकीय उच्चतर माध्यमिक बालक विद्यालय, रूप नगर, दिल्ली 


, डा० बी० दैवकीतत्दन 


राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्‍ली 


, श्री जी० डी० ढल 


राष्ट्रीय शैक्षिक अनुतंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्‍ली 
डा» एस० के० सिह गौतम 

राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्‍ली 
डा० आर० पी० गुप्ता 

राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्‍ली 
श्री एस० आर० जयपाल 

केद्रीय विद्यालय, आर» कै० पुरम, नई दिल्‍ली 
श्री आर० कानन 

बेसेंट धियोस्ोफिकल हाई स्कूल, थिरुवानभियूर, मद्रास 
श्री एन० कृंष्नमाचारी 

आर» कै० एम० रेसीडेन्शल' हाई स्कूल माईलापोर, मद्रास 
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कुतज्ञताश्षापन 


श्रीमती एस० मल्होत्रा 

लेडी इरवथिन हायर सेकेन्डरी स्कूल, नई दिल्ली 
कु० जे० मंसुखानी 

लेडी इरविन हायर सैकेन्डरी स्कूल, नई दिल्‍ली 
कु० ऊषा' मेहता 

दिल्‍ली पब्लिक स्कूल, नई दिल्ली 
कु० विमला मोतवानी 

राजकीय कन्या उच्चतर ममध्यमिक विद्यालय 

आ० ए० आर० आई० पूसा, नई दिल्ली 
श्री बबीआह नायड 

राजकीय जूनियर कालेज, हैदराबाद 
श्री आर० थी० नांगिया 

केन्द्रीय विद्यालय, दिल्‍ली छावनी, दिल्ली 
श्री मोहिन्दर राज 

केन्द्रीय विद्यालय, जनकपुरी, नई दिल्ली 
श्री धलकान' सिंह राठौर 

राजकीय जूनियर बेसिक स्कूल, जबलपुर 
श्री रमेश चन्द्र सदाठया 

राजकीय सैकेन्डरी स्कूल, कोठारिया, राजस्थान 
डा० वी० एम० शाह 

एम० एस० यूनिवर्सिटी आफ बड़ोदा, बड़ौदा 
श्री महेत्द शंकर 

राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्ली 
श्रीमती एस० शर्मा 

स्प्रंगडेल्स सीनियर स्कूल, नई दिल्ली 
श्री इन्द्रजीत सिंह 

एस० एस० खालसा हायर सैकेन्डरी स्कूल, नई दिल्ली 
डा० एम० पी० सिंह 

इन्डियन इन्सटीट्यूट आफ टैकूनोलौजी, नई दिल्ली 
श्रीमती एस० सूद 

केन्द्रीय विद्यालय, एन्डरूजगंज, नई दिल्ली 
श्री किशनलाल' श्रीवास्तव 

राजकीय मिडिल' स्कूल, जबलपुर 


अध्यापक के लिए निर्देश 


अध्यापक का एक अत्यधिक महत्वपूर्ण कार्य है कि विषय सामग्री को विद्यार्यी के सम्मृख इस प्रकार प्रस्तुत करता कि 
वहू उसकी कत्पता को जागृत (४ कर सके | एक अच्छे ' अध्यापक से केवल अपने विध्याधियों को लाभ ५२४ चने की हो 
आशा नहीं की जाती बल्कि उससे यह भी आशा की जाती है कि वह ऐसे कदम भी उठाए ताकि उनके लाभ को  परिषु्ण ' 
रखा जा पके। शिक्षण-अध्ययन प्रक्रिया में, पुस्तक बहुत से साधनों में ते केवल एक साधन है। वास्तव में जो कार्य 
करने वाला है वह अध्यापक ही है। अतः इस पुस्तक को पढ़ाते समय तिस्‍्ल बातों को ध्यान में रखना चाहिए: 


() जहाँ तक संभव हू सका है विद्यार्षी को प्रारम्भ में पहले यह बताया गया है कि किसी विशेष एकक में वह क्या 
पहने जा रहा है। तब प्रत्येक संकत्पना का एक सरल उदाहरण या एक सरल स्थिति के द्वारा परिचय कराया 
गया है। इसके बाद विद्यार्थी को तकंसंगत और क्मबद्ध चरणों की एक शरंखला की सहायता से कठितता के 
बांछित अक्षांश तक ले जाया जाता है। 


। (2) गोई ' आधुनिक ' गणित नहीं है और कोई परम्परागत ' गणित नहीं है। दोनों ही नाम भ्रमात्मक है। इस 
पुष्तक में हमारे सामने जो भी है वह है अवावश्यक दढ़ता से रहित, वास्तविक जीवन की स्थितियों के आशायनक 
अनुरूप तथा इसके माय ही आगे के अध्ययन और खोज के लिए विद्यार्थी की कत्पना को जागृत ' करने में तरर्य 
एक सरत, मुददर और सुरप गणित। जो आव्यक है वह है, जहाँ संभव हों गतिविधियों का प्रयोग करते हुए, 
विद्यार्वी को गणित का अनुभव कराते हुए और उसे उसके अपने हाथ और मस्तिष्क से गणित करवाते 8ए 
आधुनिकतम शिक्षण । 


(3) लिखने का ढंग कुछ शाहिदिक है। अनौपचारिक और अनप्तंधानिक विधि के पक्ष में दुढता का त्याग दिया गया है। 
(4) कठिन प्रद्षों को तारंकित किया गया है। 


(5) पलक में विभिन्न स्थानों पर क्यों !' लगा दिया गया है। हाँ अध्यापक को विद्यार्यी द्वारा उत्तर देने पर पीर 
देता चाहिए। केवल अंत में ही, यदि आवश्यक हो तो, अध्यापक को रवय॑ उत्तर देने पर विधयार कला चाहिए। 


(6) प्रश्नों को कठितता के आरोहीकम में रखा गया है। विद्यार्थी के योग्यता स्तर को देखते हुए गृह कार्य हेतु इन 
प्रष्नों की संख्या में वृद्धि की जा सकती है था इनमें ते केवल बुछ ही प्रश्न गृह कार्य के लिए दिए जो तकते हैं। 


विद्यार्थी के लिए निर्देश 


आप इस गणित की पुस्तक का अध्ययन आरम्भ कर रहे हैं। यदि आप प्रारम्भ में ही सीखने की कुछ “अच्छी ' 
प्रवृत्तियाँ बना लेंगे, तो आप पाएँगे कि गणित का अध्ययन बहुत ही सार्थक और रुचिकर है। कुछ “अच्छी ' 
सीखने की प्रवृत्तियाँ सुझाव के तौर पर नीचे दी जा रही हैं: े 


१, गणित केवल कुछ कार्य करके ही सीखी जाती है। केवल अपनी पाठ्यपुस्तक को ही ने पढ़ें। सदेव एक पेंसिल 
और कागज़ लीजिए और पाठ्यसामग्री की सहायता से कार्य ' प्रारम्भ कीजिए। 0 


2. पाठ्यसामपग्री में जहाँ जहाँ भापको शब्द क्यों?” मिले, वहाँ आप उसके कारण देने का प्रयास करें। 


3, एक ही प्रश्त पर अधिक सभ्य व्यतीत न का । यह सदेव अच्छा है कि आप नए प्रश्न को हल करें और कुछ समय 
बाद शुद्ध मस्तिष्क से उस प्रइन को हल करें जिसमें आप कठिनाई अनुभव करते हैं। 


4. मतृष्य के मस्तिष्क में केवल सीमित सूचनाएँ ही इकट्ठी रह सकती हैं। जिस वस्तु का अधिकतर' उपयोग नहीं होता, 
उसे प्रायः भंडार से हुटा दिया जाता है। इसलिए यह अच्छा होगा कि आप प्रत्येक एकक के मूलभूत परिणामों की 
संक्षिप्त सूची बना लें मोर सतय-ससय पर उतका पुनरावलोकन करें। 


संकेत - सूची 


योग 
घटाना/व्यवकलन 
विभाजन 

गृणन 

कम है/छोटा है 
बराबर है/समान है 
अधिक है/बड़ा है 
निरपेक्ष मान 
प्रतिशत 
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एायाए' 2५ पाए &॥7. एरएशएफछए5 0७० शप्तण:छ& 
र्फ्छार5 
पान ग्र्रलड; अप्लाई बाप गपशालदाबा5; एॉ22८८-एथॉपरट 
थ्यरव ६ तीएएऑ। शटा03 ४6 श्रणा76७ शसा0; एढएएटडइशाग070 एा 
ज़रा0ठे ग्रपपफदाड 00 8 एप 6० ॥76. 


एप 7: ७श्३१७ 7 7घ0एघ5ड एर ४छ0ण:& प्राशफार5 

है [70एटापंट3 0 96 छिष्रपोथ6त पग्रीए0प  ०८७77]]68.) 
ववाध0प ढगवे ईड ए06एटएठ8; इप्राग्माब्टा0णा छाते 45 एटो3(07- 

शाए (० 3ठत007; फ्र्पाछबएए ब्यवे ॥8 709९-768; एापरोाएं- 
[८007 88 एलए2४(९व बदेताएंएछ) पार वांइगरपााए८ [970एटापफ 
07 जंण6 गरपा|/टलाड; दाएंशें०णा बाते 8 एटोछधएगध्ा 0 0 एाप[।- 

265 कह 3 पासंझएप0 38 एट92८2(ढत इपॉ०0028८007; 796 28070 7 
7 तीरशंडंता, 

एण्फुलपंट5 070 (डटा0) 20०त ] (एां८०); 76889 ण करां- 

807 99 घ270 (70एथा-०तें एाठप्टए 7९०९६०१ 5प्रीण7४० ४०7.) 


एशात्रा7' पा: एबाएऋ७छछछ5 
हद प्रलट्त 0 476ह७८४; ०:त60 णा फा€ च्रफ्रढण पैंत6; ०80९ 
एप, 


एारगए एए; ०एएछ&छ8 ७77०४ ० एा४७८छऋछ5 
46970), इप्रॉजाउटं6, काणयए॥0६४॥४07 70 तरजंडठा 0 वंग्गाट- 
हा 20वें पलंए ए9709००पए८8; एपौटड 07 झं87 प70पट्टठी। एकॉडपाड, 
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एकक है 


धनपूर्णाक और पूर्ण संख्याँ 


हम पिछली कक्षाओं में धनपूर्णाक (४60४ ॥४॥/७४) और पूर्ण संख्याओं (३७0४४ 
४४४४/७४४४) के कुछ तथ्यों और गुणों के विषय में पहले ही पढ़ चुके हैँ। इनमें से कुछ तथ्यों और 
गुणों का हम इस एकक में पुनरावलोकन करेंगे। 


॥0 धन्पूर्णाक 


आपको अपनी छठी कक्षा के लिए कितनी पुस्तकें खरीदनी पड़ी? आपके परिवार में कितने सदस्य 
हैं / एक सप्ताह में कितने दिन होते हूँ? अंग्रेजी वर्णमाला में कितने अक्षर हैं? उपर्युक्त प्रश्नों के उत्तर में 
संख्युओं का! प्रयोग करना-पड़ेगा। आप कह सकते हैँ कि आपको छठी कक्षा के लिए आठ पुस्तकों खरी- 
दती पूड़ीं या कि आपके परिवार में पाँच सदस्य हैँ। आप जानते हैं कि एक सप्ताह में सात दिन होते 
हैं त्थी अंग्रेजी वर्णमाला में छब्बीस अक्षर होते हैं। 


उपर्युक्त उदाहरणों में सख्याएँ आठ, पाँच, सात, छब्बीस धनपूर्णक हैँ। इनके अतिरिक्त 
और भी अनेक धनपूर्णाक हें जैसे कि एक, दो, तीन इत्यादि। इन संख्याओं का किसी संग्रह 
(७४॥॥४८४७४) की वस्तुएँ गिनने या गणन (८६४४४) करने में प्रयोग किया जाता है। इसलिए 
इन संख्याओं को गणन संख्याएँ (८०४॥४82 ॥/॥7४४5) भी कहते हैं । 


यदि आपकी कक्षा में आंध्रप्रदेश का कोई विद्यार्थी है तथा यदि उससे पूछा जाता है कि उसे छठी 
कक्षा के लिए कितनी पुस्तक खरीदनी पड़ीं तो वह कह सकता है कि एनिमिडो (22/४7४/४/)। एनिमिडी 
तेलगु भाषा का शब्द है जिसका अर्थ है आठ | संख्या आठ के अलग अलग भाषाओं में अलग अलग ताम 
हैं जैसे कि तामिल में एट्टू (87४), अंग्रेजी में एड (/778/), संस्कृत में अष्ट (45॥४), जर्मन में 
आच्द (4८४) । इसी प्रकार प्रत्येक संख्या के विभिन्न भाषा में विभिन्न ताम* होते हैं। 


+अध्यापक के लिए निर्देश 

किक्षा में करने योग्य गतिविधि (४८४7४/)) के लिए सुझाव] 

प्रत्येक विद्यार्थी को सुझाव दीजिए कि वह जितनी भी भाषाओं में हो सके अपने साथियों, पड़ोसियों और मित्रों, 
से संख्याओं एक से दस तक के विभिन्न नामों का पता लगाए। तब इस सूचना को कक्षा में इकट्ठा करके एक सारणी 
के रूप में प्रस्तुत करें। इसके बाद एक चार्ट बनाया जा सकता है और उसे वक्षा में प्रदर्शित किया जा सकता है। 


2 गणित मि 


.2 संड्या और संठयांक है 

नामों के अतिरिक्त लेखन कार्य में, हम संख्याएँ निरूपित करने के लिए संकेतों का प्रयोग करते 
हैं। ये संकेत भी अलग अलग भाषाओं में अलग अलग प्रकार के हैं। उदाहरणार्थ संख्या तीन को 
हिन्दी में ३, अंग्रेजी में 3, उर्दू में # लिखते हैं। यदि आज प्राचीनकालीन मिस्र का कोई व्यक्ति जीवित 
आ' जाए तो वह तीन के लिए लिखें गए हि संकेतों में किसी को भी नहीं पहचानेगा और वह तीन 
को निरूपित करने के लिए संकेत ।॥ का प्रयोग करेंगा। 

संख्याओं के संकेतों* को संख्यांक (#पश4785) कहते हैं। [इस प्रकार, संख्याओं और 
उतके संख्या-संकेतों अर्थात्‌ संख्यांकों में अंतर है। परन्तु इस स्तर पर हम इन दोनों संकल्पताओं 
(८०४८८/४४४) के इस अंतर पर कोई महत्व नहीं देंगे ।| 


.3 स्थानोय सात तथा अंक 0 

जब छोटे संग्रहों तक ही गितता सीमित था तो विभिन्न गन संख्याओं के लिए विभिन्न संख्याओं 
का प्रयोग करता संभव था। परल्तु जब बड़े बड़े संग्रहों के गिनने की आवश्यकता हुई तो प्रत्येक गणन' 
संख्या के लिए एक भिन्न संकेत रखना असुविधाजनक प्रतीत हुआ। इसके लिए क्रमशः वस्तुओं के 
निश्चित साइज़ के छोटे संग्रह या समुच्चय बनाने के सिद्धान्त पर आाघारित एक विधि का विकास हुआ। 

उदाहरणाथ, मिस्रवासियों ते दस दस वस्तुओं के संग्रहीं का प्रयोग किया । उन्होंने संख्या इस को 
से निरूपित किया। तब ग्यारह को 0। (अर्थात्‌ दस और एक) लिखा गया। बारह को ॥॥ 
से निरूपित किया गया, इत्यादि। उनन्‍्लीस को /6||।| तथा बीसक्त को ॥7 लिखा गया। सौ 


के लिए संकेत ? का प्रयोग किया गया। यद्यपि यह विधि पहली विधियों से अच्छी थी परन्तु फिर 
भी बड़ी संख्याओं को निरूपित करने के लिए यह विधि बहुत ही असुविधाजनक थी । 

संश्याओं को संख्या-संकेतों से निरूपित करने की एक बहुत ही सुविधाजनक विधि जो कि 
आजकल बहुधा प्रयोग की जाती है स्थानोय मान (४7४८८ ०८४८) की संकल्पना पर आधारित है। 
इस विधि का आविष्कार प्राचीन हिन्दू गणितज्ञों ने किया और अरबवासियों ने. इसे पश्चिमी देशों 
तक गया। इस विधि को हिल्दू-अरबिक अंकन पद्धति (सर/८५४-४7०8४ ७9४८७ 0 2 घ 8 
कहते हैं। आजकल, संसार के अधिकतर देश इसी विधि का प्रयोग करते हैं। अतः इस पद्धति 
जंतर्राष्ट्रीय अंकन पदति (॥४/674॥076/ ४)56॥ श' >४४४४०४४०४) कहना उपयुक्त होगा । 

इस पद्धति में मूल संग्रह का साइज़ 'दस' चुना गया है। यह शायद इसलिए कि जब मानव को 
पहले पहल गिलने की आवश्यकता प्रतीत हुई तो उसने अपने दोनों हाथों की उंगलियों का प्रयोग किया 
था। अतः दस 'एकक' (६४४) से एक दस ' बनता है, दस दस ' से एक 'सो' बनता है, दस 





*हरध्याएक के लिए निर्देश 

(कक्षा में करने योग्य गतिविधि के लिए सुझाव) 

प्रत्येक विद्यार्थी को सुझाव दीजिए कि वह जितनी भी भाषाओं में हो सके अपने साथियों, पड़ोसियों और मित्रों से 
संश्याओं एक से दस तक के लिए विभिन्न संख्या-संकेतों का. पता लगाए। तब इस सूचना को कक्षए में इकट्ठा करके एक 
हारणी के कप में प्रस्तुत करें। इसके बाद एक चार्ट बनाया जा सकता है और उसे कक्षा में प्रदर्शित किया जा सकता है। 


घनपूर्णॉक और पूर्ण संख्याएंँ 3 


'सौ' से एक ' हज़ार बनता है, इत्यादि । एकक स्थान (॥/४/5 ४74८४) से प्रारम्भ कर और उसके 
बाईं ओर को चलते हुए उपर्युक्त संग्रहों में से प्रत्येक को क्रम से एक एक॑ स्थान (/7४८४) निदिष्ट किया 
गया है। इस प्रकार, एकक स्थान से ठीक बाईं ओर पहले दस का स्थान (#७#75 //८६४) है, दस के 
स्थान से ठीक बाई ओर पहले सो का स्थान (#४:८४४४१ //८८८) है, इत्यादि। 

सुविधा की दृष्टि से हम नीचे इन स्थानों को एक चार्ट* के रूप में निरूपित कर रहे हैं . 
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संख्याओं को अब संकेतों 3, 9, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 का प्रयोग करके निरूपित किया जा 
सकता है। इनमें प्रत्येक संकेत का मान उसके द्वारा धारित स्थान पर निर्भर करता है। उदाहरणाये 
संख्या एक सौ तेइस एक सौ, दो दस, और तीन एकक के संग्रह को निरूपित करती है। 

आपको स्मरण होगा कि इसे सौ के स्थान पर ,. दस के स्थान पर 2 तथा एकक के स्थान पर 3 
रखकर लिखा जाता है और इस प्रकार हमें संकेत 23 प्राप्त होता है। एक सौ तीन वस्तुओं के 
संग्रह के विषय में आप क्या कहेंगे ? इस संग्रह में एक सौ, कोई दस नहीं तथा तीन एकक हैं। निश्चय 
ही इस संग्रह को संकेत 3 से निरूपित करना सही नहीं होगा। (क्यों? ) हमें तीनों स्थानीय मानों 
अर्थात्‌ 'सौ', 'दस' और एकक' का प्रयोग करता चाहिए। साथ ही हमारे पास एक संकेत यह निरूपित 
करने के लिए होना चाहिए कि इस संग्रह में एक/भी दस नहीं है। यह हमें एक अतिरिक्त संकेत 0' 
(शून्य) शामिल करने से प्राप्त होता है। जिस स्थान के संगत कोई संग्रह न हो उस स्थान को दर्शाने 
के लिए 0 का एक स्थान धारक (/#/८८८ #0४६८४) के रूप में प्रयोग किया जाता है। संस्कृत में भी 
इसे शून्य कहते हैं जिसका अथे है रिक्त (८॥४४/४)। इससे यह संकेत मिलता है कि शून्य द्वारा धारित 
स्थान रिक्त है। इस प्रकार एक सौ तोन को संकेत 03 से निरूपित किया जाता है। 

यद्यपि स्थानीय मान की संकल्पना का प्रयोग दूसरे देशों जसे कि बेबीलोनिया के निवासियों द्वारा 
प्रारम्भ किया गया परन्तु इस बात का श्रेय हिन्दुओं द्वारा आविष्कारित अंक 0 को है जिसकी सहायता 
से एक बहुत ही उपयोगी अंकंन पद्धति का निर्माण हुआ। 

8, 2, 3 4, 5, 6, 7, 8, 9 और 0 में से प्रत्येक संकेत को अंक (#£7) कहते हैं। 45, 
दो अंकों की संख्या (या संख्यांक) है, 27, तीन अंकों की संख्या है, 8, एक अंक की संख्या है । 

जब किसी संख्या में एक से अधिक अंक होते हैं तो प्रत्येक अंक का मान उसके स्थान के अनुसार 
होता है। इस प्रकार, प्रत्येक अंक का अंकित मान (/८८८ ०८/४८) के साथ साथ स्थानीय मान 
(//6८४ ००६४४) भी होता है। किसी अंक विशेष का अंकित मान सदेव समान रहता है चाहे वह 


*हमने चार्ट में संकेततों 0!, 0%, 08, इत्यादि का प्रयोग किया है। आपको याद होगा कि 07ल्‍50, 
0"०]09 0, 0075]0 2९ 0 0 0, इत्यादि। 


4 गणित 


किसी भी स्थाव पर आए। उदाहरणार्थ, संख्या 27 में 2 का अंकित मान दो' है जबकि उसका 
स्थानीय मान 29 0 अर्थात्‌ 20 है। 


अब, स्थानीय मान के सिद्धान्त का उपयोग करते हुए किसी भी संख्या को उसके विभिन्न अंकों 
के स्थानीय मानों के सूचित योग (77८7८६६९४ 5४४४) के रूप में लिखा जा सकता है। उदाहरणार्थ, 


3]27773% 70-- ]9८ 0१-- 2» 70'-- 79८ 
म+3>८ 7000--9> 00-+- 290 व0+- 72 $ 
+73000+-00-+- 20-+- 7 
20247697- 22८ 0"-- 0५८ 00-- 22 04-- 4» 03-]- 7%< 05-- 6>< 0-- 9५८ 4 
57292 000000-+- 02८ 400000+ 22८ 0000-- 49८ 000++ 
72 00-+-6%८ 0--9 9८ ! 
_२2000000--20000-+- 4000--700-+- 60-- 9 


जब कोई संख्या सूचित योग के रूप में लिख दी जाती है,जैसा कि ऊपर दिखाया गया है, तो 
हम कहते हैं कि हमने संख्या को श्रसारित संकेतन (४४१८/०४८८ ४०/2770४) में व्यक्त कर दिया है। 


किसी संख्या को लिखते समय यह परम्परागत है कि सबसे बड़े स्थान पर 0 को छोड़ कर कोई 
और अंक लिखा जाता है। उदाहरणार्थ संख्या छःसौ पच्चीस को 0625 न लिखकर 625 लिखा 


जाएगा | 


प्रशनावली 7.] 


3, निम्न में से प्रत्येक में 'सात' का स्थानीय मान क्या है? 

(7) 070. (7) 560897  (श) 7000902 (४४) 70000000 
, संख्या 80475 में 4 और 7 के स्थानीय मानों का गुणनफल ज्ञात कीजिए । 
. संख्या 623 में 2 के स्थानीय मान और, अंकित मान का अंतर ज्ञात कीजिए । 
. वह अंक निर्धारित कीजिए जिसका 720 में स्थानीय मान- 0 है। 
निम्न में से प्रत्येक के तदनुरूपी संख्या लिखिए : 

() 5>000+-32< व00-- 2» 0+-6>» 

. [7) 72000000--8% 0000-+-9% 00-: 52 0-+-2% 

(सा) 2%0"+-3%0१--8% 07-- 2 4 


था औे+ (3 ऐज 


घनपूर्णाक और पुर्ण संख्याएँ ्््ि  ड 
, 9, निम्न में से प्रत्येक को प्रसारित संकेतन में लिखिए : ह 
.[) 2406. (7) 45968. (7) 400000.. (४) 4000] 


7. अंकों 3, 5, 7 का अयोग करते हुए 3 अंकों की सभी संभव संख्याएँ लिखिए जबकि एक 
अंक एक संख्या में कंतल एक ही बार प्रयोग किया जाता है। इन संख्याओं का योग 
ज्ञात कीजिए । ॥ 


8. अंकों 4, 2, 8; 6 का प्रयोग करते हुए 4 अंकों की कोई भी पाँच संख्याएँ लिखिए जबकि 
एक अंक संख्या में केवल एक ही बार प्रयोग किया जाता है। 


9, अंकों 9, 2 और 0 का प्रयोग करते हुए 3 अंकों की कितनी विभिन्न संख्याएँ बनाई जा सकती 
हैं जबकि कोई भी अंक दोहराया न जाए ? : 


0. 5 अंकों की एक ऐसी संख्या लिखिए जिसके अंकों को उलटे क्रम में लिखने पर संख्या. में कोई 
प्रिवर्तेन न हो। संख्या को पढ़िए । * 


* ॥. 4 से लेकर 98 तक के सभी धनपूर्णाकों में एकक स्थान पर अंक 5 कितनी बार आता है? . 


.4 संख्या-शुन्य ॥ + 


हम थह देख चुके हूँ कि किस प्रकार एक स्थान धारक के छूप में संकेत '0' को शामिल करके, 
स्थानीय मान के सिद्धास्त पर हम किसी भी संख्या को, चाहे वो कितनी भी बड़ी हो, लिखने में समर्थ 
हो सके। अंक '0' से भिन्न परन्तु उतनी ही आवश्यक संख्या शून्य (॥४४/ ८४०) की 
संकल्पना है। ;ढ ! है 


. यदि आपको. उपहार में एक टॉफियों का डिब्बा मिले और आप सभी टॉफियों को अपने मित्रों 
में बाँट दें तो डिब्बे में कितनी टॉफियाँ शेष रहेंगी? कोई नहीं ! या यदि आपकी कक्षा की समाप्ति 
पर सभी विद्यार्थी कक्षा से बाहर चले जाएँ तो कक्षा में कितने विद्यार्थी शेप रहेंगे ? कोई नहीं ! स्पष्ट 
है कि डिब्बे में शेष बची हुई टॉफियों या कक्षा में शेष बचे हुए विद्यार्थियों की संख्या व्यक्त करने के लिए 
किसी भी गणन संख्या का प्रयोग नहीं किया जा सकता। अतः ऐसे संग्रह के अवयवों की संख्या, जिसकी 

* सभी वस्तुओं को बाहर निकाल लिया गया है, को भी व्यक्त करने की आवश्यकता है। ऐसे संग्रहों 
के अवयवों की संख्या को व्यक्त करने के लिए संख्या शून्य (जिसे संकेत ' 0 ' द्वारा व्यक्त किया जाता 
है) का प्रयोग' किया जाता है। | 


संख्या '0' और गणन संख्याएँ (या धनपूर्णांक) , 2, 3, . मिलकर एक समुच्चय बनाते. 
हैं जिस पूर्ण संख्याओं का समुच्चय: (58 ् 7/०/४ 27४४5) कहते हैं। इस प्रकार पूर्ण सल्याए 
हूँ; 06, ।, 2, 3) 4,, 5 ... ! ॥$ ५ 


ही 


के | ...._ शलित 
3,5 पूर्ण संब्याओं का संख्या रेखा पर मिरूपण 
पूर्ण सुख्याओं को संख्या रेखा (अश्या/// /गैड) पर निरूपित करना बहुत उपयोगी है। 
इस निरूपण से संख्याओं के कुछ गुण खोजने में सहायता मिलती है। आप यह जानते ही हैं कि संख्या 
रेंखा पर पूर्ण संख्याएँ किस प्रकार निहूपित करते हैं। हम यहाँ संक्षेप में इस विधि का पुनरावलोकन 
करेंगे। 


४ 
ई 


हम एक रेखा खींचते हैं और उस पर कहीं भी एक बिंदु 0 अंकित कर लेते हैं। अब 00 से प्रारम्भ 
कर और उसके दाई ओर बराबर दूरियों पर हम एक के बाद एक निशान लगाते हैं। (देखिए आकृति 
3.3) " 
हे; है | ४22 
मम रद पक 0 किम देजन ला कलर नव बम गनमिक नमन :जा >कलत मरी शीकिटकारीक 
- 0 | .2 3 4 989 6 7 8 9.700 ... /*, 
आकृति . : पूर्ण संख्याओं का संख्या रेखा पर निरूपण 


बिंदु 0 पर 0 लिख दिया जाता है। अन्य बिंदुओं पर-क्रम, से , 2, 3,... लिख, देते हैं जैसा कि आकृति 
. 4.] में दिखाया गया है। हम' देखते हें कि इस प्रकार से हम किसी भी पूर्ण संख्या को संख्या रेखा पर 
निरूपित कर सकतें हैँ । कि 

हम यह भी देखते हें कि वो, एक से 'एक अधिक ' है, तीन, दो से ' एक अधिक “है, चार, तीन 
से एक अधिक * है, इत्यादि । ह 

दो, एक का परवर्ती (5४८८८०४० ) क़हलाता है, तीन, दो का परवर्तोी कहलाता है, इत्यादि। 
प्रत्येक गणन संख्या का एक और केयज़ एक परवर्तो अर्थात्‌ गणितज्ञ की भाषा में एक अद्वितीय परबर्तों 
(६ ॥/४9४४ 5४८८८४४०/) होता है । $ ह का 

क्या कोई सबसे बड़ी गणन संख्या है? क्‍या कोई सबसे बड़ी पूर्ण संख्या है? इन दोनों प्रश्नों 
का उत्तर है; नहीं! क्यों? यह इसलिए कि एक अधिक ' की प्रक्रिया बिना किसी अंत के चल 
सकती है। ' - । 

एक बार संख्याओं को संख्या रेखा पर निरूपित करने के बाद उनकी तुलना सरलता से की जा 
सकती है। उदाहरणार्थ, । ५ । 

2> ॥, चूँकि 2, 4 के दाईं ओर स्थित है; ' 

3>2, चूँकि 3, 2 के दाईं ओर स्थित है।... 

4> |, चूंकि 4, के दाईं ओर स्थित है, इत्यादि। 

साथ ही, 2< 3, चूँकि 2, 3 के बाई ओर स्थित है; 

3< 4, चूँकि 3, 4 के बाईं ओर स्थित है; 

- 2< 5, चूँकि 2, 5 के बाई ओर स्थित है; । 


0<6, चूंकि 0, 6 के बाई ओर स्थित है, इत्यादि! 


ध 


ह घमपूर्णाक और पूर्ण संख्याएँ 9 

परन्तु यदि हमसे यह पूछा जाए कि 2 और 326 में कौन सी संख्या छोटी है तो हम क्या करेंगे ? 

निश्चय ही, ऐसी बड़ी संख्याओं की पहले संख्या रेखा पर निकूपित करता और फिर उनकी पारस्परिक 

स्थितियाँ देखना अव्यावहारिक होगा । परल्तु फिर भी संख्या रखा से हमें इस समस्या के हल के लिए 
कुछ संकेत अवश्य मिल जाता है। आइए देखें। 


जब 2< 3, तो हमें किसी ऐसे धनपूर्णाक की आवश्यकता है जिसे 2 में जोड़ने से योग 3 हो 


. जाए (इस स्थिति में यह घनपूर्णाक है; 24०5-3) ; : - 


जब 3< 4, तो हमें किसी ऐसे धनपूर्णाक की आवश्यकता है जिसे 3 में जोड़ने से योग & हो जाए 
(इंस स्थिति में यह धनपू्णाक । है: 3-)-5-4) ;, ह 
जब 2< 8, तो हमें घनपूर्णाक 3 की आवश्यकंता है जिससे कि 2- 3-5; 
जेब 0< 6, तो हमें धनपूर्णाक 6 की आवश्यकता है जिससे कि 0-|-65 6।: 
दूसरे शब्दों में, यदि दो (असमान) पूर्ण संख्याएँ दी हुई हों तो इसमें से वह पूर्ण संख्या छोटी होती है 
जिसमें कोई धनपूर्णाक जोड़ने से योग दूसरी पूर्ण संख्या के बराबर हो जाए। 
इस प्रकार,  2 और 326 में 2 छोटीः है चूँकि 2+-245 326 | संख्या रेखा से मध्य- 
* स्थिति (6//7266४॥55) का गुण भी प्रदर्शित होता है।. उदाहरणार्थ, 3, संख्याओं 2 और 4 के 
मध्य (१४४८८००४) स्थित है, 8, 5 और 9 के मध्य स्थित हैं। हम लिखते हैं; 2< 3< 4, 5< 8<9। 
उदाहरण : <& अंकों की छोटी से छोटी और बड़ी से बड़ी पूर्ण संख्याएं लिखिए । 
हल: 4 अंकों की छोटी से छोटी संख्या के लिए हजार के स्थान पर सबसे छोटा शून्येत्र (॥0४८८४४०) 
अंक होना चाहिए। निस्संदेह यह-] है। अतः सौ, दस और एकक के स्थादों में से प्रत्येक पर 
सबसे छोटे अंक अर्थात्‌ 0 की आवश्यकता है।इस प्रकार, 4 अंकों की सदसे छोटी संख्या 000 है। 4 
अंकों की सबसे बड़ी सख्या-के लिए यह स्पष्ट है कि प्रत्येक स्थान पर सबसे बड़ा अंक होना चाहिए। 
निस्‍्सं देह, सबसे बड़ा अंक 9 है। अत: 4 अंकों की बड़ी से बड़ी संख्या 9999 है। 
उदाहरण 2: अंकों 0, । और 4 का प्रयोग करते हुए 3 अंकों की छोटी से छोटी एवं बड़ी से बड़ी 
संख्याएँ बनाइए जबकि कोई अंक दोहराया न जाएं । 
'हुलः छोटी से छोटी संख्या के लिए हम सौ के स्थान पर अंक 0 नहीं ले सकते। (क्यों?) इस, 
स्थान पर । होना चाहिए। (क्यों ? ) दस और एकक के स्थान पर क्रमश: 0 और 4 होना चाहिए । 
इस प्रकार छोटी से छोटी संख्या 04 है। बड़ी से बड़ी संख्या 40 है । 5 


प्रन्‍नावली 4.2 


।. संख्याओं 7, ॥4, 89 तथा 8645 के परवर्ती लिखिए। 
2. पूर्ण संख्याओं के संमुच्चय में 0 का परवर्ती क्या है ? ! 
3. 8 और 9 के मध्य कितते घनपूर्णाक हें? पा 


है ह गणित 
4, । और 8 के मध्य कितनी पु संख्याएं हूँ ! 
5, सबसे छोटा धनपूर्णाक बताइए | । ह 
8. विम्त को लिखने के लिए संकेतों >' या (<' का प्रयोग कीजिए : 

(| 73, 6] में अधिक है, 

(॥] 8, 29 परे कम है, 

[॥] 59, 57 और 63 के मध्य स्थित है 

(0) 0 किसी भी धनपू्णकि से कम है। ' 


7. मिल संख्या बसों की तुलना कीजिए । प्रत्येक युम्त में बताइए कि कौन सी संख्या छोटी 


3 5... 5. 


है। 
() 68708, 69006... (7) 80008, 78888 
॥॥) 300000, 3000. (0) 5555, 0 
8, # अंकों की 5 पर अंत होने वाली छोटी से छोटी संस्या तथा 2 पर अंत होने वी बड़ी 
से बड़ी संध्या लिखिए | 
9, अंकों 6, 0, 3, 5 का प्रयोग करते हुए 4 अंकों की बड़ी से-बड़ी तथा छोटी से छोटी संस्याएं 
, लिखिए जबकि प्रत्येक अंक संख्या में केवल एक ही बार प्रयोग किया जाता है। 
]0. सभी अंकों 4 , 9, 7, 5, 2 का प्रयोग करते हुए बड़ी ऐ बड़ी और छोटी से छोटी पूर्ण 
संत्याएँ बनाइए जबकि प्रत्येक अंक एक संख्या में एक ही बार प्रयोग किया जाता है। 


एकक 7४६ 
पूणे संड्याओं पर संक्रियाएँ 


हम .पहल॑ से ही जानते हैं कि पूर्ण संख्याओं को किस प्रकार जोड़ा, घटाया, गुणा तथा भाग किया जाता 
है। हम अनौपचारिक रूप से इन संक्रियाओं के कुछ गृभों से भी परिचित हैं। इस एकक में हम 
इनमें से. कुछ गुणों का पुनरावज्ञोकन करेंगे। 


2.4 योग पर विचार , * 
आप यह भल्तीभांति जानते हैं कि दो पर्ण संब्याओं को किस प्रकार जोड़ा जाता है। यदि संख्याएँ 
छोटी ' हों तो हम अपने मन ही भें इनको जाइकर योग ज्ञात कर श्षकते हैं। उदाहरणांर्थ 4-+8>०9 
अन्यथा दम स्तम्भ विधि से योय ((॥#॥ द/हं/0॥) भी ज्ञात कर सकते हैं। उदाहरणार्थ, 
409836 
ने 83729 . । 
493565 हे 


क्या दो संख्याओं के योग पैर इसका कुछ अंतर पड़ता है कि हम इन संडुयाओं को किस क्रम में 
जोड़ते हैं? दूसरे शब्दों में, यदि हमें 2। और 36 का योग ज्ञात करना हो. तो क्या इससे कुछ अंतर 
पड़ेगा कि हम 2 में 36 जोडते हें या 36 में 2 ज़ोड़ते हैं / नहीं ||, 
इस प्रकार 


24+,36 536+ £2] 


वास्तव में यह किन्हीं भी दो पूर्ण संख्याओं के लिए सत्य है। हम कहते हैं कि (पृ्ण संख्याओं 
का) योग क्रमविनिसेय (८०४४॥४४४०४०४) है । इतना इस गुण का त्ताम आवश्यक नहीं है जितना यह 
स्मरण रखता कि 


किन्‍्हीं दो संख्याओं का योग ज्ञात करने में इसका कोई महत्व नहीं है कि हम संख्याओं को किस 
क्रम में जोड़ते हैं। . 


अब यदि हम गणित की भाषा और उस भाणा को लें जिसका हम बोलने ग्रा लिखने में प्रयोग करते 

हैं तो हम इनमें एक महत्वपूर्ण अंतर यह देखेंगे कि ग्रणित की भाषा में विद्येष चिन्हों (अं875) 
, और संकेतों का प्रयोग किया जांता है। दनसे हमें अपने विचार संक्षेप और अच्छे से अच्छे रूप में 
व्यक्त करने में सहायता मिलती है। उदाहरणार्थ, मान लीजिए कि हम किन्‍्हीं दो पूर्ण संख्याओं को 


१0 न गणित हि 


& और 8 से व्यक्त फरते हैं। अब इन चिन्हों और संतों वा प्रयोग करते से थोग का क्रमधिनिमेय 
गुण निम्न प्रकार व्यवत किया जा सकता है: 
यदि ८ और 8 कोई दो पूर्ण संख्याएँ हों, तो आर 
हर्नाशिसा री 6 

इस प्रकार हमने किन्‍्हीं दवा पूर्ण सस्यायों के लिए (बाग के ) शक गुण को संक्षेप मं और एंक सुन्दर 
तरीके से व्यक्त कर दिया । 

यदि हम यीग के लिए एक संक्तिया सारणी (//छहहक है: // तरध/0॥) बना लें तो यह गुण 
और भी अच्छी प्रकार ने समझा जा सकता है। जाइए केबल पहली पाँच पूर्ण संख्याएँ ही लें। 
हमें निम्न सारणी प्राप्त होगी 


दूसरी संख्या 





| 2 3 4 9 

पहली . 
संख्या. -* 3 45 9 
3 3 4$ 5 6 १ 
रय | 5 865 ये हे 8 
- ० 


, मुख्य विकर्ण 


हम देखते है कि संक्रिया सारणी, मुख्य बिकर्ण (#ऋबं/ दांव१०४४/) के सापेक्ष सममित 
(7९ सारणी' से यह सरलता से देखा जा सकता है कि.2+]7#] * 2, 
3-2ल्‍६2-+- 3, 4--3--3 ;- 4 इत्यादि । । 
हम सारणी से यह भी देखते है' कि 
0--0ल्‍%0 | 
0+कीस+] न 055 ' धर 
0+ 2:52 |- 0-52 | 
0:83-:3] 0 ४ 
0+4-4 >4 |-0+ 4 | 
दूसरे शब्दों में शूत्म और किसो पूर्ण संख्या का योग स्वयं वह पूर्ण संख्या होती है। .इस गुण 
को शून्य का योज्य गुण,( 66470 #70/2१9 | 27०) कहते हैँ तथा 0 योग के लिए तत्समक अवयब 


धो 


के. 


वृर्ण संख्याओं पर संक्रियाएँ.. | ॥7 


(सब#धाक शध्या2४ /0 44४१४०४) कहलाता है। - पुनः नाम का यहाँ कोई महत्व नहीं है। इस स्तर 
पर आंवध्यकता इस बात की है कि इस गुण का ज्ञान हो और इस ज्ञान को व्यावह्रिक स्थितियों में 
प्रयोग में लाने की योग्यता हो । 
संकेतों का प्रयोग कर हम इस गुण को निम्न प्रकार व्यक्त कर सकते हैं 
यदि ८ कोई पूर्ण संख्या हो, 
२. 0+दनम्धन- 055६ 
अब यदि हमें.तीन संख्याओं को जोड़ता हो तो हम क्या करेंगे ? ' आइए एक उदाहरंण पर विचार 
करें। एक स्कूल एक विविध मनोरंजन कार्यक्रम आयोजित करता है। एक दिन सतीक्ष ने 73, 
बीना ने 56 तथा रोहित ने 09 टिकट बेचे । मात्र लीजिए आपसे कहा जाता है कि बेचें गए टिकटों 
' की कुल संख्या ज्ञात कीजिए। आप शायद पहले 73 में 56 जोड़ेंगें और बाद में. इस योग में 09 
जोड़ देंगे। आपकी योग ज्ञात करने की इस विधि को निम्न प्रकार दर्शाया जा सकता है 
«५. (73-86) -+57095-29--40955238 
कोष्ठकों से तात्पर्य हैं कि पहले 73 और 56 को जोड़ना है। 
आइए अब देखें कि यदि हम पहले 56 और 09 को जोड़ें और फिर योग में 73 जोड़ें तो हमें ' 
क्या योग प्राप्त होता है। दूसरे शब्दों में 
73+4-(86+-09) का क्‍या मान है? हम देखते हैं कि 
, 73+(56--09) 55 73+655:238 
इस प्रकार, हि | 
.  (73--56)+-709573+-(56--09) 
उपर्युक्त उदाहरण से (पूर्ण संड्याओं के) योग का एक अन्य महत्वपूर्ण गुण स्पष्ट होता है, वह यह 
।क योग सहचारी (८55०८०४४४४). होता. है। पुत्र: नाम का इतना महत्व नहीं है जितना यह स्मरण 
रखने का कि 
किन्‍्हीं तीन पूर्ण संख्याओं का योग ज्ञात करने में इस बात से कोई अंतर नहीं पड़ता कि पहले हम 
कौन सी दो संख्याएँ लेते हें और फिर उनके योग में अंतिम संख्या जोडते हें । 


चिन्हों औरूसंकेतों का प्रयोग कर हम योग के साहुबर्य गुण (८55०४487४ /7०/७/ ) को निम्न 
प्रकार व्यक्त कर सकते हैं 


यदि ८, ? और £ कोई तीन पूर्ण संख्याएंँ हों,तो 
(४-8) 4-८७०4-- (6-८ 
इस गुण के फलस्वरूप ही हम प्रायः इस समान योगों को ४--४+-४ लिखते हैं । 
आइए एक और उदाहरण लें। 
उदाहरण ]: 433, 567 तथा 2698 का योग ज्ञात कीजिए । 


' हल: स्पष्ट है कि पहले 433 और 567 को जोड़कर उनके योग में 2698 जोड़ कर योग 
ज्ञात करना अपेक्षाकृत सरल है। हम देखते हैं कि ; 


(433+4- 567) 4: 26985:000-- 26985: 3698 


332 + गणित 


[यदि हमने निम्न क्रिया से योग ज्ञात किया होता तो हमें योग ज्ञात करने में कुछ कठिनाई प्रतीत 
433+- (567-+ 2698) 55 433-- 3265-53 69 8| 
अंत में, हम चार था उससे अधिक संख्याओं का योग किस प्रकार ज्ञात करते हैं? हम योग के 
क्मविनिमंय और साहचर्य गुणों का, यदि आवश्यक हो तो कई बार, प्रयोग करते हैँ। इस.स्तर पर 
'यह आवश्यक नहीं कि हम प्रत्येक पग (॥००) पर इन गुणों का प्रयोग बताते जाएँ। - इस संदर्भ में 
जो महत्वपूर्ण है वह है ' इस प्रयोग का परिणाम '। परिणाम है कि 
यदि कई संख्याएँ दी हुई हों तो महू आवश्यक नहीं कि उनको उसी क्रम में जोड़ा. जाए 
जिसमें वे दी हुई हें। हम उनके सरलतम समूह बनाकर उनका योग. ज्ञात कर सकते हैं। यह गुण 
पघोग का पनव्यंवस्थितिकरण गण (#९2॥:छ7 8९४7 ९३४ ए70०79९०७६४ ० ग्पेत्प्ं०्य) कहलाता है। 
उदाहरणार्थ, 27, 423, 73, 56 और 77 का योग हम निम्न प्रकार ज्ञात कर सकते हैं : 
27- 423+73+56+7755(27+73)+(423--77)+56 
. #+]00--500+56 
न्‍्ः656 
या, 27+423--73+ 56+- 775( 27423) +-73+56+ 77 
म्+(450--73)--56-- 77 
++(523--56)+-77 
२०579+77 
55656 ह मु 
स्पष्ट है कि, योग ज्ञात करने की दूसरी विधि अपेक्षाकृत कम सुविधाजनक है । 


प्रश्नावली 2, 


[ि 


कह (क) कोई दो विषम संख्याएँ लीजिए और उनका योग ज्ञात कीजिए । यह योग सम है या 
षम : 
॥ (ख) कोई दो सम संख्याएं लीजिए और उत्तका योग ज्ञात कीजिए! यह योग सम है या 
विषम ! ॥ 
2. योग ज्ञात कीजिए : (सबसे उपयुक्त संयोग प्रयोग कीजिए।) ..' 
(क) 4709, 386, 329]. 
- [खि) 2062, 353, 438, 547 
(ग) 849, 2608, 784, 3377, 205] 
3, यदि हम दो 3 अंकों को संख्याओं को जोड़ें तो योग. में अधिकतम कितने अंक संभव हैं? 
स्यूनतस कितने अंक संभव हैं ? 


र 


पूर्ण संडयाओं पर संक्रियाएँ पे 3 
* 4 आइए (पूर्ण संख्याओं के लिए) एक ऐसी संक्रिया ( खोजें जिसका अर्थ है, “पहली संख्या 
का दुगुना करके उसमें दूसरी संख्या का तिगुना जोड़ दें।” इस प्रकार, 2&354+-95+3, 
06 75 0+- 35-3, इत्यादि । 
(क) 0 &4 का क्‍या अर्थ है ? 62 का क्‍या अथे है ? 2 &5 का क्या अथे है ? 
(ख) क्या४0353692 है ? दूसरे शब्दों में क्या ६३ एक क्रमविनिमेय संक्रिया है ? 


5. चित्र में दिए हुए मेज़िक वर्ग* (॥४2४८ 54०४०7०) पर विचार 
कीजिए जिसमें प्रत्येक पंक्त, प्रत्येक स्तंभ एवं प्रत्येक विकर्ण के योग समान है। 

(क) पहले स्तंभ की संख्याओं का क्या योग है ? 

(ख) मैजिक वर्ग एूँण कीजिए । 





2.4 व्यवकलन 

आप पहले ही से परिचित हैं कि एक पूर्ण संख्या में से दूसरी पूर्ण संख्या किस प्रकार घटाते या व्यव- 
कलित (४४2/४४८ ) करते हैं। उदाहरणार्थ, क्या आपको स्मरण है कि जब आपको 9-8 ज्ञात करना 
था तो आपने क्या किया था ? दा 

आपने नौ में से पाँच बाहर निकाल लिया' होगा। या आपने स्वयं से ही प्रश्न किया होगा, “9 
प्राप्त करने के लिए मुझे 5 में क्या जोड़ना चाहिए ? ” प्रत्येक स्थिति में उत्तर 4 है। हाँ, दूसरी स्थिति 
में 9 में से 5 व्यवकलित करने का अर्थ वही है जो कि ऐसी संख्या ज्ञात करने का जिसे 5 में जोड़ने पर 9 
प्राप्त हो जाए। इसी कारण से व्यवकलन (3४४४४/८८४४०४), योग का प्रतिलोम (#४४5४) कहलाता 
है। इस प्रकार एक व्यवकलन प्रश्न के उत्तर की सत्यता,  तदनुरूपी योग की सहायता से जाँच की 
जा सकती है। * 

अत: हम देखते हैं कि कथन 4-- 5--9 को दूसरे प्रकार से लिखने की विधि 9-- 554 है। 

अभी तक हम केवल पूर्ण संख्याओं क॑ विषय में ही जानते हैं। क्या आप एक पूर्ण संख्या में से दूसरी 
पूर्ण संख्या सदैव घटा सकते हें। नहीं ! उदाहरणार्थ हम अभी तक यह नहीं जानते कि 9 में से 7! या 
8 में से 23 किस प्रकार घठाएँ। दूसरे शब्दों में यदि हम अपने को केवल पूर्ण सं्याओं तक ही सोमित 


_अध्यापक के लिए निर्देश 

(कक्षा में करने योग्य गतिविधि के लिए सुझाव) 

उपर्युक्‍तत एक 3:< 3 मैजिक वर्ग का उदाहरण है। संख्याओं को बिना दोहराए हुए से 9 तक की संख्याओं से 
जो 39 3 मैजिक वर्ग बनता है उसमें प्रत्येक पंक्ति, स्तंभ और विकर्ण का योग 5 होता है। विद्यार्थियों से कहिए कि 
वे बिना दोहराएं हुए 7 से 9 तक की संख्याओं का प्रयोग करके अनेक में ज़िक वर्ग बनाएँ । 

विद्यार्थियों की यह खोजने का अवसर दें कि जब 2 से 0 तक, या 3 से ] तक, या 4 से 2 तक, इत्यादि की 
संख्याएँ प्रयोग की जाती हूँ तो क्या होता है। प्रत्येक दशा में हमें कितना योग प्राप्त होता है ? 


4 बचत 


रखें तो हम एक छोटी संख्या में से बड़ी संख्या को नहीं घटा सकते । केवल छोटी संख्याएँ ही बड़ी संख्याओं 
में से घटाई जा सकती हूँ । 

क्या 9-- 5575--9 है? क्‍या 23--98ल्‍98--23 है? नहीं। 

वास्तव में, 5--9 या 98--23 को ज्ञात भी नहीं किया जा सकता है, चूँकि हम एक छोटी संख्या 
में से बड़ी संख्या को घटा नहीं सकते । 


प्रदनावली 2.2 
, निम्न व्यवकलन पूरे कीजिए। तदनुरूपी योग की सहायता से अपने उत्तर की जाँच कीजिये। 
(क) 735--24 
(ख) 263--989 
( 


ग) 6032-3295 
2, निम्न व्यवकलन पूरे कीजिए : 


(क) 0१00 (ख) 250608 
--98765 -79368 


3. निम्न में से प्रत्येक में '*' के स्थान पर उपयुक्त अंक लिखिये : 


(क) 895 (ख) 5376 
--29+% के 59 
#जैए 4६ 35 क 


4. 5 अंकों की छोटी से छोटी संख्या और 4 अंकों कौ बड़ी से बड़ी संख्या का अंतर ज्ञात कीजिए । 
5, एक स्टोर (50072) में 2084 क्विटल आलू थे। यदि 995 क्बिटल' आलू बेच दिए गए 
हों तो स्टोर में अब कितने क्बिटल'आलू शेष रह गए हैं ? 


6. गौतम 00 रु० का नीट लेकर बाजार जाता है।वह्‌ 35 रु० का राशन, :9 र० के.जूते तथा 
4 ९० का दूध खरीदता है। गौतम के पास अब कितने रुपये शेष रह जाते हैं”. ' 

7. एक देलीविजन सेट का मूल्य 3497.00 रु० था। दीवाली के उपलक्ष में उसका मूल्य 
घटाकर 3279.00 रु० कर दिया गया। मूल्य में कितनी कमी हुई ? 


8. भारत की जनसंख्या सन्‌ 96] में 4392 लाख थी तथा यह सन्‌ 977 में बढ़कर 548 
लाख हो गई। जनसंख्या में वृद्धि ज्ञात कीजिए । ; 


2.3 गुणन पर विचार 


आप जानते हूँ कि दो पूर्ण संश्याओं को किस प्रकार गुणा किया जाता है। यदि संख्याएं छोटी 
हों तो हम अपने मन ही में गुणा करके इनका गुणनफल शत कर सकते हैं ।. उपाहरणा्े, 49८ 5-६ 20। 


पूर्ण संख्लम्ोें पर सॉकियश 5 


अन्यथा हम अपनी गुणन सारणियों (#४790:8800 /28/68) का प्रयोग कर संकते हैं। उदाहरणार्थ, 
60238 
> 247 


42666 
240952 
.]20476 


34878786 

क्या संख्याओं के गुणनफर्ल (//४८४८/) पर इसका कुछ अंतर पड़ता है कि हम इन संख्याओं को 
किस क्रम में गुणा करते हैं? दूसरे दाब्दों में, यदि हमें 27 और 8 का गुणनफल ज्ञात करना हो ४40 
क्या इससे कुछ अंतर पड़ेगा कि हम 2 को 8 से गुणा करते हैँ या 8 को 2 से गुणा करते हैं ? नहीं ! 
इस प्रकार, 2 » 85-5]8 9८ 2 की 

वास्तव में यह किन्हीं भी दो पूर्ण संख्याओं के लिए सत्य है। हम कहते हैं कि (पूर्ण संख्याओं का) 
गुणन क्रमविनिसेय है। पुनः हम विद्यार्थियों को स्मरण करा दें कि नाम का यहाँ कोई महत्व नहीं है । 
परन्तु विद्यार्थी को यह अवश्य ज्ञात होना चाहिए कि यह गुण क्या है और इसका किस प्रकार उपयोग 


ञ् 


किया जा सकता है। ि 
चिन्हों और संकेतों का प्रयोग करते हुए हम गुणन के क्रमविनिेय गुण (८०/८४/४०४६ 
॥॥/॥/8८4४०॥ ) - को निम्न प्रकार व्यक्त कर सकते हैं: 
यवि ८ और 2 कोई दो पूर्ण संख्याएँ हों, तो 
4 9९ 8-50 १८ ६ | न्‍ 
आइए, गुणन के लिए एक संक्रिया सारणी (०/४८(०४ ८06 कि ॥४/१/7 ०70४) बनाएँ | 
पहले ही की भांति हम केबल पहली पाँच पूर्ण संख्याएं हो लेते हैं। हमें निम्न सारभी प्राप्त होगी : 


हु संख्या 
२ [0 । 2 3 4 


ाााााााााााआााक आशा 





0|०0००0० ० 
0४ 2 3 4 


पहली 
;ं 260 2 "4 6 8 
संह्या घर 
3 ॥|0 3 6 9 ॥2 
4 [0 ६ 8 १2 6 


मुख्य बिकर्ण 


]6 शणित 


हम देखते हैं कि योग सारणी की भांति ही यह संक्रिया सारणी भी मुख्य विकर्ण के सापेक्ष सममित है । 
सारणी से यह वहुत ही सरलता से देखा जा सकता है कि 23८ 55 2८ 2, 32 25226 3, 42८ 35: 32९ 4 
इत्यादि । 
हम सारणी से यह भी देखते हैं कि 
0) 0-50 
0% ल्‍596 05-0 
0% 25-०2 »€ 0750 
0» 3553 >८ 0550 
0) 45-०4 2८ 05:0 रे 
दूसरे शब्दों में, शून्य और किसी पूर्ण संख्या का गुणनफल सदेव शून्य होता है। संकेतन में हम 
कहते हैं कि यदि ८ कोई पूर्ण संख्या हो तो ह 
0) 6-८६ >( 0550 
पुन : सारणी से हम यह भी देखते हें कि 
% 05-०0» 550 
% १७७१ 
9८ 25-29 552 
9 3553» 753 
% 4554) ] 554 
दूसरे शब्दों में, / और किसो पूर्ण संख्या का गुणनफल सेव स्वयं बह पूर्ण संख्या होती है। इस 
गुण को 4 का गुणन गुण (॥४/४/7८०४०॥ 7०४४३» श 4) कहते हैं और । गुणन के लिए तत्समक 
अवयब (74607 ४६४४४ // ॥7/0/704॥0॥). कहलाता है । 
चिन्हों और संकेतों का प्रयोग करते हुए हम इस गुण को निम्न प्रकार से व्यक्त कर सकते हैं : 
प्दि ८ कोई पूर्ण संख्या हो, तो 
3>६4च्नव>< [सच 
क्या गुणन और योग में परस्पर कोई सम्बन्ध है? आइए देखें। .यदि हम 4और 5 का 
करें अर्थात्‌ 49९ 5 ज्ञात करें तो वह 20 आता है। यदि हम 4 को ही पाँच बार जोड़ें तो क्या 
होगा ? हमें 4+ 4+-4-+-4+-4 अर्थात्‌ 20 प्राप्त होता है। इस प्रकार हम देखते हें कि 
42८ 85 4-० 4+ 4-+ 4+- 4 
या, 7» 8ल्‍ल्‍7+7+-7+-7+ 7+ 7+ 7+7 
पूसरे शब्दों में, (पूर्ण संख्याओं का) गुणन केवल बार बार योग (#८/८८४८४ 44४8०) हो है। 
आइए अब तीन संख्याओं माना 49, 5 और 4 को गुणा करें। हम इनका गुणनफल निम्न 
प्रकार से शञात कर सकते हैं । 
(492८ 5) 2८ 4-5 2452 455980 
या, 492९ (59८ 4) 5:49 )८ 205:980 
हम देखते हैं कि 
(49 2< 5) 2९ 4-49 2८ (59८ 4) 
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उपर्युक्त उदाहरण से गृणन का एक अन्य महत्वपूर्ण गुण स्पप्ट होता है, वह यह कि (पूर्ण संख्याओं 
का) गणन सहचारी होता है। वस्तुतः नाम की अपेक्षा यह स्मरण रखना आवश्यक है कि 
किन्‍्हीं तीत संख्याओं का गुणनफरःज्ञातंकरने सें इस बात से कोई अंतर नहीं पड़ता कि पहुले हम 
कौन सी दो संख्याएँ लेते हैं और फिर उनके गुणनफल को अंतिम संख्या से गणा करते हैं। 
वास्तव में हम उपर्थुक्त उदाहरण में देखते हैं कि यदि हम पहले 5 और 4 को गुणा करें तो संबद्ध 
गुणन अत्यन्त सरल है। 
चिन्हों और संकेतों का प्रयोग करते हुये हम गुणन के साहचर्य गुण को निम्न प्रकार व्यक्त कर सकते , 
यदि ४, / और ८ कोई तौन पूर्ण संख्याएँ हों, तो 
(२८४) » ८८-०4 2८ (6८ ) । 
इस गुण के फलस्वरूप हो हम प्रायः इन ससान गुणतफलों को ०८)८४)८८ (या केबल ८/& 
लिखते हूं। 
अंत में, हम चार या उससे अधिक संख्याओं को किस प्रकार गुणा करते हें? हम गणन के 
क्रमविनिमेय और साहचर्य गुणों का, यदि आवश्यक हो तो कई बार, प्रयोग करते हैं। इस स्तर पर यह 
आवश्यक नहीं कि हम प्रत्येक पत्र पर इन गुणों का प्रयोग बताते जाएँ। इस संदर्भ म॑ जो महत्वपूर्ण है 
वह है 'इस प्रयोग का परिणाम (। परिणाम है कि ु 
यदि कई संख्याएँ दी हुई हों तो यहू आवश्यक नहीं कि उनको उसी क्रम में गुणा किया जाय जिसमें 
वे दी हुई हैं। हम उनके सरलतम समूह बताकर उनका गुणनफल ज्ञात कर सकते हैं। यह गुण, गुणन 
का पूनव्यंवस्थिक्किरण गुण (#टवा।द्ाहुटाश। (7092) था 777/॥//6480॥) कहलाता है। 
उदाहरणार्थ, 68, 326, 5 और 20 का गुणनफल हम निम्न प्रकार ज्ञात कर सकते हैं 
682 326 :४ 5 2055 (682 20) » (326 » 5) 
न 360> 630 
#्८ 229३6860 
या, 682 3262८ 520 20-5( 682 326) २८ 52८ 20 
 +(2268) » 5% 20 
न्+( 22768 2८ 5) 2८ 20 
+>0840 2८ 20 
++226800 
स्पष्ट है कि, गुणनफल ज्ञात करने की दूसरी विधि अपेक्षाकृत कम सुविधाजनक है । 


प्रशनावली 2. 3 


. निम्न गुणन पूरे. कीजिए : 
(क) 7452» 86 
(ख) 20322< 63 


38. ' पदक 


2. गुणा कोजिए : ः 
. [क) 4938 (ख) 23705 
2९206: ॒ 2 4389 





3. निम्न गुशनकल जात कींलिए । (सबसे ऋषयुक्त रुंकोग त्रयोस फीजिए) 
(बा) 423263> 38. (से) 7885 2९ 52(48 2९ 20 


4. .एक पुस्तक का कूरण 67 बैक है। का अखिफों रत मणा घुल्थ होगा ? 


कक 5. 3जंकों की छोटी से कटी संक््या और 4 की वढ़ी शे घड़ी झंरु्या का शुणतकास जात 
- कीजिए! 
6. तमिलनाडु में धान की हक्त किस्म की पेदाखर 8 टब ध्रति हेफ्टेअर हुई। 50 लाख हेक्टेअर 
बें कुल कितनी पैदावार हुई ? 


पे. एक स्कूल में कक्षा !/£ के शक विद्यार्थी से 72 %० भाषिक शुल्क लिया जाता है। बदि कक्षा 
7५४ में 436 विद्यार्थी हों तो उनसे कूल कितने रपये ऋष्त होंगे ? 
8, हमारे देश में बर् 97 4-7 5 में प्राधभिक कृषि ऋण सोलाहटियों की कुल-खंख्या 55088 
थी। वंदि एक सोसाइटी को औसत सदत्यता 233 हो तो कुल सदस्यता ज्ञात कीजिए । 
*9, आइए (पूर्ण संख्याओं के लिए) एक ऐसी संक्रिया 0 खोजें जिसका अर्थ है, पहली संख्या में 
6 जोड़कर. उसको दूसरी संख्या से गुणा कर दें'। इस प्रकार, 2045: ( 2-- 6) >( 45२8 »€ 45० 39, 
0935 8, इत्यादि । 
(क) 405 का क्‍या अर्थ है ? 096 का कया अर्थ है ? 666 का क्‍या अर्थ है 
(ख) क्या 2045-42 है ? दूसरे शब्दों में, क्या '” एक क्रमविनिमेय संक्रिया है ? 


2.4 पूर्ण संख्याओं के लिए क्तिरण गुण 
दो मित्र मोहन और सोहन किसी काम को 80 घंटे में पूरा करते हें। मोहन को 2.00 ० प्रति घंटा 
तथा सोहन को .00 रु० प्रति घंटा मिलता है-। इस कार्य से बे कूल कितनी धन राशि कमा लेंगे? 
मोहन और सोहन द्वारा कभाई गई कुल धन राशि 
(802८ 2) ₹०-- (802 ) 
न्‍+ (60--80) रू 
स्य 240 ₹० 
क्या इस परिणाम को ज्ञात करने की कोई दूसरी विधि भी है? स्पष्ट है, मोहन और सोहन 
मिलकर 3.00 ० प्रति घंटा कमाते हें। अत 
मोहन और सोहन द्वारा कमाई गईं कुल धन राशि 5६80 »८ 3 रु० 
++240 र० 
हम देखते हैं कि 
(802 2)-+- (802८ ) "80 ६ (2--) 
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उपर्युक्त गुणनफलों में 80 एक सर्बनिष्ठ गुणनलंड (८/ाहाता वि ) है। ऐसे गृणन में . 
सर्वेनिष्ठ या उभयनिष्ठ गृणनखंड स्वयं घोग पर बितरित (८४077#8/275 ०0४४ ४४४४४०॥) होता है । 
हम कहते हँ कि गुणन, शोग पर वित्रणात्मक है (आपात व्दावा दापा।0॥/९0 तरल ४६६६०) | 
चिन्हों और संकेतों का प्रयोग कर हम वितरण गुण (८5/7890878 //०४४४४)) को निम्न प्रकार व्यक्त 
ऋर सकते हैं : 

बदि ८, /, ८ षण रूख्काएं हों, तो 
०१९ (#-+-८) 55 (८ ८ ४ ) + (००८८) 
बार, ८6(0--८) ४8-6८ 


अषनावली 2. 4 


वितरण गुण का प्रश्नोग करके निम्न को सरल कीजिए : 
(732 64)-- (27 64) 

(252८ 67) 4233» 25 

032८ 65 

459» 98 

6032 7--32< 603 

26326 24-- 63 2 24 

, 652८ 83--6329८ 65 

निम्न में से प्रत्येक का, दो विधियों से मान ज्ञात कीजिए : 
8, (00+-3) 2 305 

9. 25(264--36) 


वय 9 छ मे 2०१० 


2. 5 विभाजन 

आप यह जानते हैं कि एक पूर्ण संख्या को दूसरी पूर्ण संख्या से किस प्रकार विभाजित (#४४) 
करते हैं। या आपको स्मरण है कि जब आपको 4 से 24 को विभाजित करना था तो. आपने क्या किया 
था? आपने शायद स्वयं से पूछा होगा, ' 24' में कितने 4 सम्मिलित हैं ? या, आपने स्वयं से यह 
प्रश्न पूछा होगा, में 4 को किससे गुणा करूँ कि 24 आ जाए? प्रत्येक स्थिति में उत्तर 6 है। हाँ, 
दूसरी स्थिति में 24 को 4 से विभाजित करने का अर्थ वही है जो कि ऐसी संख्या ज्ञात करने का जिसे 
4 से गुणा करने पर 24 प्राप्त हो जाए। इसी कारण विभाजन (८5%) गुणन का प्रतिलोम 
(एाएश5८ री ॥77४//४८व४०॥ ) कहलाता है। इस प्रकार, किसी विभाजन के प्रदन के उत्तर की 
तदनुरूपी गुणन की सहायता से जाँच की जा सकती है। 


० व... 


अतः हम देखते हैं कि कथन 49८ 6-> 24 को दूसरे प्रकार से लिखने की विधि 24-:- 4:७० है । 


20 एरणित' 


अब 32--5 के बारे में आप क्‍या सोचते हैं? हम देखते हैं कि 32 में छः ' 5' सम्मिलित 
हैं और दो शेष रह जाते हैं। या यह कि 32 प्राप्त करने के लिए 5 में 6 का गुणा करके, गुणनफल में 
2जोड़ दिया जाए। क्या आपको स्मरण है कि 32 भाज्य (८/०४४४४) है, 5 विभाजक («76०) 
है, 6 भागफल ((४०४७४४) है तथा 2 शेष (#&ः4#4ं०) है ? हम इसे निम्न प्रकार लिखते हैं: 

3255 (526 6) -+2 

अर्थात्‌, भाज्य -- (विभाजक »< भागफल ) +शेष 

यदि हम 6 को भाज्य, 8 को विभाजक, 4 को भागफल, ? को शेष मानें तो चिन्हों और संकेतों का 
प्रयोग करने पर हमें 2 (8 # 0) हारा ८ के विभाजन के लिए निम्न एल्गोरिथ्म (०८/£०४४॥) अर्थात्‌ 
नियम (7७८). प्राप्त होता है: 

&5०८६--7 

स्पष्ट है कि ७, 8, . और # में से प्रत्येक एक पूर्ण संख्या है परन्तु / शून्य के बराबर नहों होना 
चाहिए। यह ध्यान रखिए कि 7< 8 | * 

आपको स्मरण होगा कि गुणन केवल बार बार योग ही है। अतः विभाजन, गुणन का प्रतिलोम 
होने के कारण, केवल बार बार व्यवकलन (7६/८८४४४ 5४0//०८४०४) ही रह जाता है। आइए 
32- 5 में इसका निरीक्षण करें। 


32 

अल 80० 
97 

5 (2) 

ध्ट। 

5 (3) 

पुत 

न्‍+ 5 (4) 

पढ़ 

5 (६5) 

पी । 

5 (6) 

डा 


हम उस समय तक व्यवकलित,करते रहते हैं जब तक कि हमें ऐसी संख्या (इस उदाहरण में 2) 
न प्राप्त हो जाए जो कि उस संख्या (विभाजक/से जिसका बार बार व्यवकलन किया जा रहा है छोटी 
ही। व्यवकलनों की संख्या को भागफल तथा अंतिम संभव व्यवकलन के बाद बची हुईं संख्या को शेष 
कहा जाएगा। | 
शन्य से विभाजन के विषय में आप क्या सोचते हैं? आइए उदाहरण के लिए 8 को शन्य से 
विभाजित करने का प्रयत्न करें। हमें ऐसी दो संख्याएँ 4 और / ज्ञात करने की आवद्यकता है कि 
875 0 2८ (-++? 


पूर्ण संच्याओं पर संक्रियाएँ डरा 


परन्तु शून्य को किसी भी संख्या से गुणा करने पर शून्य ही प्राप्त होता है। अतः 85-7। परन्तु 
शेष, भाजक से, जो कि इस उदाहरण में शून्य है, छोटा होना चाहिए। अतः शून्य से विभाजन नहीं हो . 
सकता। हम कहते हें कि शून्य से विभाजन परिभाषित नहीं है। 


प्रडनावली 2.5 
3. .निम्नु विभाजन पूरे कीजिए और तदनुरूपी गुणन की सहायता से अपने उत्तर की जाँच 
कीजिए द हि ८ 
(क) 926-2] (ख) 407#37.. (ग) 9348-- 246 


विभाजित कीजिए 
(क) 7235 को 485 से 
(ख) 328032 को 804 से 
(ग) 364800 को 600 से .,. 
3. क्‍या विभाजन क्रमविनिमेय है? दूसरे शब्दों में, यदि ८ और 8 धनपूर्णाक हों तो 
. क्या 4---१-०१-:-४ है 
4, 24300 को दो संख्याओं के गुणा के रूप में व्यक्त कीजिए जिनमें एक संस्या 302 है। 


5, एक चिड़ियाघरः (200) में घूमते समय, 25 बच्चे हाथी की सवारी करना चाहते हैँ। 
यदि एक हाथी पर एक बार में केवल 5 ही बच्चे बंठ सकते हैं तो हाथी को कितनी बार सवारी करानी 
पड़ेगी ? 


6. यदि .प्रत्येक' संख्या 4865 और 490] को 29 से. विभाजित किया जाए तो शष ज्ञात 
कीजिए। , 
7, एक सिनेमा गृह की प्रत्येक पंक्ति में 32 सीट हैं। 475 व्यक्तियों को बैठाने के लिए 
कम से कम कितनी पंक्तियों की आवश्यकता है? 
ः 8. एक संख्या ज्ञात कीजिए जिसे 25 से विभाजित करने पर 24 शेष रहे। क्‍या आप ऐसी 
: कुछ और संख्याएँ ज्ञात कर सकते हैं ? . ' 
9. किसी वर्ष विशेष का पहला दिन शुक्रवार था। यह मानते हुए कि यह वर्ष लौंद का वर्ष 
(०४० 9८७7) नहीं था, ज्ञात कीजिए कि अगले वर्ष का पहला दिन सप्ताह के कौन से दिन पड़ेगा? 


] 


5 
6 
7 
8 
9 

और अंकित 


. 4]. 
2, 


विधिध प्रहनावलो ह 
(एकक ॥ और प पर) 


, संकेतों (<', “>' या “+“! में से किसी एक का प्रयोग करते हुए रिक्त स्थानों को भरिए। 


() 23...32 
(४) 55.:.55 
(४). 89...4 


7, 5, 4, !, 85 
(सख) निम्त संख्याओं को अवरोही क्रम में लिखिए 


, (क) निम्न संख्याओं को आरोही क्रम में लिखिए : 
) 


, 85, 75, 4, 7 


. (क) अंकों 2, 4 और 7 का प्रयोग करते हुए एक अंक की तीन संख्याएँ लिखिए। 


(ख) अंकों 2, « और 7 का प्रयोग करते हुए तीन अंकों की एक संख्या लिखिए। 


, रिक्त स्थान भरिए 


(7) 7» (8+9) 5२7 & 8+- 

(पे 78--5) ₹525 2 75...25 2८ 5 
(7) 352 (...+-)7१35>% 7+- 35% 3 
(४) 2(०+५) <२.-. “8२६० | 
(५) (०-५०) 5*०३०- 


. संख्या 98056 में. 8 और 5 के स्थानीय मानों का योग ज्ञात कीजिए । 
- संख्या 758 में 5 के स्थानीय मान को उसके अंकित मान से भाग दीजिए । 


कया 35-55, 5-35 के बराबर है? 


, 75 में से 85 और १5 के योग को घटाइए। 
. 78 प्राप्त करने के लिए 203 में से क्या घटाना चाहिए ? 
, पैया संख्या पद्धति में कोई ऐसा स्थान भी है जहाँ किसी भी शन्येत्तर अंक के स्थानीय मान 


त मान एक ही हों ? ग्रदि हाँ, तो वह स्थान ज्ञात कीजिए । 
बह अंक बताइए जिसका स्थान बदलने पर भी स्थानीय मान नहीं बदलता । 
5602 में 6 के स्थानीय मान को 2 के स्थानीय भान से भाग दीजिए । 


पूर्ण संस्याओं एर संक्रयाएँ.. 5. 


(क) कोई भी दो विषम संख्याएँ लीजिए और उनका अंतर ज्ञात कीजिए । यहू अंतर 
विषम है या सम ! 
(स्व) कोई भी दो सम संझ्याएँ लीजिए और उनका अंतर ज्ञात कीजिए ।. यहू अंतर विपभ 
या सम ? 
बे (ग) एक विषम और एक सम संख्या लीजिए। उनका योग विषम है या सम? उनका 
अंतर विषम है या सम? 
१4, 35 और 5 के योग और अंतर का गुणनफल ज्ञात कीजिए 
5. .(क) 5 पर समाप्त होने वाली 4 अंकों की छोटी से छोटी संख्या लिखिए 
'.  (ख़) 5 पर समाप्त होने वाली 4 अंकों की बड़ी से बड़ी संस्या लिखिए 
6, सभी अंकों 5, 0, 2 और 7 का प्रयोग करते हुए बड़ी से बड़ी और छोटी से छोटी पूर्ण 
संख्याएँ बनाइए जबकि प्रत्येक अंक एक संख्या में एक ही बार आए 
7, 4 अंकों की छोटी से छोटी तथा 3 अंकों की बड़ी से बड़ी संख्याओं के योग और अंतर का. 
गुणनफल ज्ञात कोजिए ॒ 
8, सभी अंकों 0, ॥, 2,..., 9 का, प्रयोग करते हुए बड़ी से बृड़ी और छोटी से छोटी पूर्ण 
संख्याएँ लिखिए जबकि प्रत्येक अंक एक संख्या में एक ही बार 'आए। दोनों संख्याओं का अंतर भी 
ज्ञात कीजिए । 


9, निम्न का मान ज्ञात करने के लिए वितरण गृण का प्रयोग कीजिए : 
(क) 9925. [ख) 9982 25 
20, किसी वर्ष विद्ष में जनवरी का पहला दिन सोमवार को पड़ता है। यह मानते हुए कि ' 
यह वर्ष लौंद का वर्ष नहीं है, वताइए कि इस वर्ष में मार्च का पहला दिन सप्ताह वो कौन से दिल पड़ेगा? 


2, किसी लौद के वर्ष में फरवरी का पहला दिन शुक्रवार को पड़ता है। इस वर्ष में अप्रैल का 
पहला दिन सप्ताह के किस दिन पड़ेगा ? 


22. निस्‍्न में से प्रत्येक में ' +' के स्थान पर उपयकत अंक लिखिए 


(क)' 23 (ख) 527 
28 / _26%* 
8*]. +6+9 

' .. कऋंकआक4 


]%2%% . 


पूर्णाक 


इस एकक में हम पूर्णाकों की आवश्यकता पर प्रकाश डालेंगे तथा उनको संख्या रेखा पर निरूपित करेंगे 


3.] पूर्णाकों की आवश्यकता 

. अनुच्छेद ,5 में हमने पूर्ण संख्याओं को संख्या रेखा पर निरूपित किया था। एकक 77 में हमने 
पूर्ण संस्याओं पर संक्रियाओं का पुनरावलोकन किया था। विद्योष रूप से अनुच्छेद 2,2 में हमने व्यवकलन 
संक्रिया का अध्ययन किया था और देखा था,कि यदि हम अपने को कंवल पूर्ण संख्याओं तक ही सीमित 
रखें तो हम छोटी संख्या में से बड़ी संख्या को घटा नहीं सकते। दूसरे शब्दों में, पूर्ण संख्याओं में, हम 
8-9, 98-23, इत्यादि ज्ञात नहीं कर सकते। अतः हमें नई संख्याएँ खोजने ' की आवश्यकता 
है ताकि हूम 5--9, 98--23, इत्यादि ज्ञात,कर सकें। 


आइए, पहले संख्या रेखा की सहायता से पूर्ण संख्याओं के योग और व्यवकलन शात करने की 
ब्रिधि का पुतरावल्ञोकन करें। 


उदाहरणं : . यदि हमें संख्या रेखा की सहायता से, उदाहरणार्थ, 3+-4 ज्ञात करना हों तो 
हम क्या करेंगे? हमारे पासः एक संख्या रेखा है जिस पर किसी विदु (0 से प्रारम्भ करके उसके दाईं ' 
ओर को चलते हुए, .एक के बाद एक, बराबर पण्ों (दरियों) के निशान लगे हें। आपको याद होगा 
कि प्रारम्भिक विदु को 0 तथा अन्य बिंदुओं के क्रमशः ॥, 2, 3,... लिखा जाता है। अब 3-4 


ज्ञात करने के लिए हम 0 से प्रारम्भ करेंगे तथा पहले 3 पं दाई ओर को चलेंगे, और मात 


; 4 
+ 
अनननजिनीननननननननननाननननननन न +_+-+-+म-+ नमन ४ ४ ५ 


0.4 2 383 4 5 6 7 8 न्‍ 
0 और 8 
आकृति 3.]: 3+4557. - ७ 


लीजिए / पर आ जाते हैं.। (देखिए आकृति 3.) फिर हम 4 से प्रारंभ करेंगे ओर दाईं ओर को 4 
पग और चलेंगे और इस प्रकार, मान लीजिए, 5 पर आ जाते हेँ। अतः 3--457 


पूर्णाक ह श् 


उदाहरण 2: आइए संख्या रेखा की सहायता से, उदाहरणाथे, 5--2 ज्ञात करें। हम यह 
करेंगे ? पुनः हम पहले 0 से प्रारम्भ करेंगे तथा दाईं ओर को 5 पंग चलेंगे और, मान लीजिए, 





आकृति 3.2: 5-25 | 
(0 पर आ जाते हैं। (देखिए आक्ृतिं 3.2) फिर हम ( से प्रारम्भ करेंगे तथा बाईं ओर को 2 पग 
चलेंगे और इस प्रकार मान लीजिए /) पर आ जाते हैं। अतः 8-- 253 
उदाहरण 3: आइए उदाहरण 2 की बिधि का प्रयोग करें और उदाहरणार्थ, 5- 9 ज्ञात करने 


का प्रयत्न करें। पहले हम 00 से प्रारम्भ करके दाईं ओर को 5 पग चलते हैं और, मान लीजिए, (। पर 
आ जाते हैं। अब यदि हम 0 से प्रारम्भ करके बाईं ओर को 9 पग चलें तो हम 0 को पार कर जाएँगे 





(| हि ॒ 
हम । 5 
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6 0 4 2 3 4 5 86 
0 5 


आकृति 3.3: 8-9 नर 


और उसके गे ओर, मान लीजिए, किसी बिंदु /) पर आ जाएँगे। (देखिए आकृति 3.3) परत्तु 
यहू 0 क्‍या 
इस बिंदु को ज्ञात करने के लिए, आइए संख्या रेखा पर 0 से प्रारम्भ करके उसके बाईं ओर, 
'एक के बाद एक, बराबर* पगों (दूरियों) के चिन्ह लगाएँ। साथ ही, इन बिंदुओं को क्रम से --, 
--% -3,-लिखें** (देखिए आकृति 3.4) और इन्हें क्र से ऋणात्मक (४८९८/:०४) एक #** 
ऋणात्मक दो', ऋणात्मक तीन', . .. पढ़ें। ध 


| 


#प्रारस्भिक बिंदु के दोनों ओर दूरियाँ (पग) बराबर होनी चाहिए। 

अजब (प्रारम्भिक बिंदु), 00 के दोनों ओर के बिंदुओं को उपर्युक्त प्रकार से लिखते हैं तो यह परम्परागत है कि 
0 के दाईं ओर के बिंदुओं को क्रम से +, +2, + 3,...तथा बाई ओर के बिंदुओं को क्रम से -- , -- 2, -- 3,...लिखा 
जाता है। इससे हमें () के दाईं ओर के पग्यों (४४८७) और बाई ओर के पग्ों में भेद करने में सहायता मिलती हैं। 
इस प्रकार +-3, 00 के दाईं ओर 3 पंगों की दुरी पर एक बिंदु निरूपित करता है जबकि -- 3, 0 के बाईं ओर 3 पग्ों की 
दूरी पर एक बिंदु निरूपित करता है। परन्तु घन चिन्ह (+-) को प्रायः छोड़ दिया जाता है चूँकि बिना इसके लगाए भी 
अर्थ सरलता से समझ में जा जाता है। 

*+*हनको कभी कभी ऋण (छांट॥5) एक, ऋण दो *, ' ऋण तीन ', इत्यादि भी पढ़ा जाता है। परन्तु 
हम ऋण के स्थान पर ' ऋणात्मक ' शब्द के प्रयोग को प्रायभिफता देंगे । 
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छा 


>4 “53 “2 “॥ 0 ॥ 2 3. 4 5 
0 ' हा 0 7 एड 
आकृति 3.4: 5--95-5--4 
अब हम देखते हें कि 5--9 5--4। इस प्रकार देखिए हमने 5--9, 98--23, इत्यादि 
ज्ञात करने 'में समर्थ होने के लिए संख्याओं --, --2, -- 3, . .. की खोज' की । संग्रह 0, , --3, 
2 7» 3 “3. --पूर्णाकों का समुच्चय (5४ #४४४४४) कहलाता है। जब हम इस पूरे 
संग्रह को लेते हैं तो 4, 2, 3,. . . धनात्मक पूर्णाक (#08४7728 #४६९४७) तथा --7, -- 9, -- 3,. .. 
ऋणात्मक पूर्णाक (॥८६०४//०४ 7४/६४४४ ) कहलाते हैं। संख्या 0 केवल पूर्णाक हैं। न तो यह धनात्मक 
पूर्णांक है और न ही ऋणात्मक पूर्णाक । - ; । 
हम देखेंगे कि जब कभी भी वास्तविक जीवन में दो परस्पर प्रतिकूल (०//०४४४७) स्थितियाँ 
दत हे हैं तो ऐसी स्थितियों को गणितीय रूप में व्यक्त करने के लिए पूर्णाकों के प्रयोग की आवश्यकता 
उदाहरणार्थ, एक दुकानदार के विशिन्न महीनों में लाभ (#/९/४) और हानियाँ (॥8४७) ; 
समुद्र सतह (3४४ /४४४/) से ऊपर (४४४८०) और समुद्र सतह से नीचे (8८/४८) के पदों में स्थानों की 
ऊँचाइयाँ; 0"; के ऊपर या 00 के नीचे वस्तुओं के तापमान (४&॥#८४४४/४४) ; इत्यादि। ऐसी 
स्थितियों में हम लाभ, समुद्र सतह से ऊपर ऊँचाई, 0"0 से ऊपर तापंमान, इत्यादि को धनात्मक 
पूर्णांकों से तथा उनके प्रतिकूलों (०४/०४४७४) अर्थात्‌ हानि, समुद्र सतह से नीचे ऊँचाई, 0९0 से सीचे. 
तापक्रम, इत्यादि को ऋणात्मक पूर्णाकों से निरूपित कर सकते हैं। 

: देखिए हमने ऋणात्मक पूर्णाकों को व्यक्तः करने के लिए संकेत “--” का प्रयोग किया है। साथ 
ही, हम इस संकेत का व्यवकलत दर्शाने में भी प्रयोग कर चुके हें। क्या इससे कुछ भ्रम उत्पन्न होने की 
संभावना है ?' नहीं! संदर्भ से यह सब सदैव ' स्पष्ट हो जाएगा। उदाहरणार्थ जब हम यह कहते 
हैं कि शिमले का तापमाव -- 30 थां तो यह तुरूत स्पष्ट हो जाता है कि यहाँ कोई व्यवकलन संबद्ध 
नहीं है। -यहाँ केवल ऋणात्मक पूर्णाक “-- 3' दिखाया गया है। या जब हम कहते हैं कि 6-- 7 
ज्ञात कीजिए तो यह तुरन्त स्पष्ट हो जाता है कि यहाँ कोई ऋणात्मक पूर्णाक संबद्ध नहीं है। 'यहाँ 
केवल 6 में से 7 का व्यवकलन दर्शाया गया है। ॥ 


५ ध प्रश्नावली 3.॥ 


, निम्न में से प्रत्येक का प्रतिकूल बताइए : 3 
(0) मूल्य में वृद्धि. (४) उत्तर को जाना 
(४7) जनसंख्या में कमी '.. (0) बेंक में रुपया जमा कराना 
(५) वज़न कम होना। + व हे 


पूर्णांक '  श्य 

2, आप निम्न तापमानों को किस प्रकार लिखेंगे ? 

() बून्य से 7४ ऊपर (7) शून्य से 70 नीचे 
3, निम्न को पूर्णाकों की सहायता से दर्शाइए : 

' () खाते (४८८०४॥४४) में से 25 रु० निकालना, 

(४) खाते में 7.0 रु० जमा करना। | 
4. नीचे कुछ वस्तुओं के रुपयों में विक्रय मूल्य (5८४६४ /77८४४) और केय मूल्य (605/ 87765) 

दिए हुए हैं। पूर्णाकों का प्रयोग करते हुए प्रत्येक वस्तु प्रहुआ लाभ या हानि लिखिए, । 


क्स्तु 3 | 2 | 3 4 | 5 66 7 

















विक्रय मूल्य: (रुपयों में ) 30 | 8 | 24. 46 | 2॥. | 7 | 2 
क्रय मूल्य (रुपयों में) 20 दर 39 | 23 | 43 | 0 | 45 
लाभ (रुपयों में ) .. किा0 -+7 


5. यदि “-200' यह प्रदर्शित करता है कि कोई विशेष दहर समुद्र सतह से 200 मीटर की 
ऊँचाई पर है तो निम्न से कया प्रदर्शित होगा ? | 
6) +300.. (8) --१00. 69) +70 
6. संख्या रेखा पर निम्न संख्याएँ अंकित कीजिए : ह | 
--6, 3, -+ 58, 70॥ +77, +9 । 
7. मिम्न मापनों (॥४४८5४४४७) को पूर्णाकों की सहायता से निरूपित कीजिए : 
(0) मृत सागर (४८८८ 5८०) की सतह, समुद्र सतह से लगभग 390 मीटर नीचे है । 
(#) एवरेस्ट पहाड़ (॥४0४॥४ ८०४/४४/) समुद्र सतह से लगभग 8840 मीटर ऊपर है।' 


3.2 निरपेक्ष मान... | 

दो मित्र, राम और दत्त, एक ही विदु 0 से प्रारम्भ करके परस्पर विपरीत दिशाओं में 3 मीटर 
चलते हें। तव राम की स्थिति को +-3 (या केवल 3) से तथा दत्त की स्थिति को -- 3 से निरूपित 
किया जा सकता है। अब मान लीजिए कि उनकी चलने की दिल्ञाओं में हमारी कोई रुचि नहीं है तथा 
केवल प्रत्पेक ने 0 से जितनी डी चली है उसी में हमारी दचि है। तो राम और दत्त दोनों ने ही 
प्रारस्भिक बिंदु () से 3 मीटर को दूरी चली है। हम कहते हैं कि दोनों में से प्रत्येक द्वारा मीटरों में 
चली हुई दूरी तीन' का निरपेक्ष मान (६65०४४८४ 74/४८) है।... 

किसी पूर्णाक का निरपेक्ष मान उसके चिन्ह' (४४४) पर बिना कोई ध्यान दिए स्वयं वह पूर्णाक 
ही होता है। हम पूर्णाक का निरपेक्ष मान दर्शाने के लिए उसे दो ऊर्घ्वाधर लकीरों | |! के दीच में रखते - 
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हैं। इस प्रकार, |3 |-- 3, |-3|, 553, |-8 |+58। चूँकि पूर्णाक 0 न तो घनात्मक है और न ही 
ऋणात्मक इसलिए हम कहते हैं कि शून्य का निरपेक्ष मान शून्य है। इसे हम लिखते है कि |0 |+- 
3.3 संख्या रेखा पर क्रम 

हम, पूर्ण संख्याओं में, पहले ही देख चुके हैं कि एक संख्या दूसरी संख्या से बड़ी तब होती है जब कि 
संख्या रेखा पर पहली संख्या दूसरी संख्या के दाई और स्थित हो । 

हम इस कल्पना को पूर्णाकों के लिए भी लागू कर सकते हैं। -- 2, -- 5 के दाईं ओर स्थित है 
अतः हम कहते हैं कि -- 2, -- 5 से बड़ा है और इसे -- 2:7-- 5 लिखते हैं। इसी प्रकार -- 4, -- 

के बाई ओर स्थित है, अत : हम कहतें हैं कि -- 4, -- । से छोटा है और इसे -- 4<<: -- लिखते हैं । 

यह सरलता से देखा जा सकता है कि शून्य प्रत्येक ऋणात्मक पूर्णाक से बड़ा है तथा प्रत्येक धनात्मक 
पूर्णांक से छोटा है। 

संक्षेप में, एक पूर्णाक, दूसरे पूर्णाक से बड़ा होता है जबकि वह संख्या रेखा पर दूसरे पूर्णांक के दाईं 
ओर स्थित हो। साथ ही, एक पूर्णांक, दूसरे पूर्णाक से छोटा होता है जबकि वह संख्या रेखा पर दूसरे 
पूर्णांक के बाई ओर स्थित हो । 


प्रन्‍्ावली 3.2 


. खाली स्थानों में उपयुक्त संकेत '>' या '< भरिए ताकि निम्न में से प्रत्येक सत्य हो ।. 
(3). 0:...+7 (7) --2...2 । 


(४) -...8 ;, (४५) | 0...7 
(4 दा ह हा | 3 (कह) है फो हे 


2, निम्न को आरोही क्रम (#४४4४४६ ०४र्//) में लिखिए 
“9, 7५, 0, 46, -“4] 
3. निम्न को अवरोही क्रम (#८४८०४४४४ ०7४४४) में लिखिए : 
“53,  /70, 0, + +$ “5, 27 
4. निम्न में से प्रत्येक युग्म में कौनसी संख्या बड़ी है ? 


() 440, 820.. * (४) -40, 420 

(कं) 440, ८ ।20 .. (ए) --40, --20 
5, निम्न में कौन छोटा है ? 

(7) ->287 या --4948 (7) --१0785 या 26 

(7) -2893 या - -20640 (ए) 999 या 9999 


6. --7 और 3 के बीच में कितने पूर्णाक हैँ ? कितनी पूर्ण संख्याएँ हैं ? 
7, निम्न में से प्रत्येक का' निरपेक्ष मान लिखिए 
 +5], 0, 8, -- 7/+ 83 


एकक ५ 


पूणीकों पर संक्रियाएँ 


इस एकक में हम यह सीखेंगे कि पूर्णाकों को किस प्रकार जोड़ा, घढाया, गुणा और भाग किया जाता 
है। साथ ही इस एकक में हम इन संक्रियाओं के गुणों का भी अध्ययन करेंगे।, 
ः हा 


तर मम 


4.] पूर्णाकों का योग का 
4,.व यदि दोनों पूर्णाक धनात्मक या शून्य हों तो हम पहले से ही जानते हें कि इनको किस प्रकार 
जोड़ा जाता है। परन्तु यदि दोनों में से एक या दोनों ही ऋणात्मक हों तो क्या होगा *. हम पूर्णाकों के 
योग के लिए ऐसा या ऐसे नियम जातना चाहेंगे जिनसे हमें अपने देन्रिक जीवन के अनुभवों के अनुकूल 
उत्तर प्राप्त हों। उदाहरण के तौर पर हम जानते हूँ कि 7 ४० के लाभ और उसके बाद 4 रु० की हानि 
से परिणासत: 3 रु० का शुद्ध लाभ होता है। अतः हमें यह आशा करती चाहिए.कि 7 (“० 4) 5 3। 
इसी प्रकार 3 ₹० के लाभ और उसके बाद 5 रु० की हानि से परिणामतः 2 ० की शुद्ध हानि होगी। 
अतः हमें यह आशा करती चाहिए कि 34-(-- 5) 55: 2। 

आइए अब संख्या रेखा को लें। आपको याद होगा कि, उदाहरणार्थ, + 3 दाई ओर को 3 पग 
चलना निरूपित करता है और --3, श्ईं ओर को 3 पग चलना । इस ज्ञान के साथ आइए अब पूर्णाकों 
को जोड़ें । | $ 


उदाहरण : --7 और --4 को जोड़िए। गे 
' हल; हम संख्या रेखा पर 0 से प्रारम्भ करेंगे तथा पहले, दाईं ओर को 7 पग चलेंगे। माना 
हम इस प्रकार & पर आ' जाते हैं। अब हम 5 से प्रारम्भ करते हुए बाई ओर को 4 पग चलेंगे 


और रे प्रकार मान लीजिए हम ह पर आ जाते हैं। (देखिए आकृति 4.) इस प्रकार, 
7+(-74) 573 । 


आकृति 4: 7+(-4) 3 


30 गणित 


(ग्रदि हम पहले 4 पग बाईं ओर को चलें तथा फिर 7 पग दाई ओर को चलें तो क्या होता है ? ) 
उदाहरण 2: +-2 और --5 को जोड़िए। 


हल : संख्या रेखा पर 0 से प्रारम्भ करके हम पहले 2 पग दाई और को चलते है और, मान लीजिए, 
() पर आ जाते हैं। फिर, 0 से प्रारम्भ करके हम 5 पर बाई ओर को चलते हैं और, मान लीजिए, ' 
. 0 पर आ जाते हैं। (देखिए आकृति 4.2) तब 24 (-:5) "5-3 


«0 -ह “4 “3 “2 -“..,.0 | 2 -3 .4 
पु का 0 (८ 


र आकृति 4.2: 2+(- ३४) 5२-३3 
(यदि हम पहले 5 पग बाई ओर को चलें तथा फिर 2 पग दाईं ओर को चलें तो क्या होता है ? ) 
उदाहरण 3: --3 और --8 को जोड़िए ! 
हल : संख्या रेखा पर () से प्रारम्भ करके' पहले हम 3 पग बाईं ओर को चलते हें। मान लीजिए 
हन ? पर आ जाते हैं। 


अब हम ? से प्रारम्भ करके बाईं ओर को 8 पग और चलते हैं तथा, मान लीजिए, () पर आ जाते 
(देखिए आकृति 4,8) इस प्रकार, (“--3)+(- 8) "5८ 7 





ह -8 
; अऑऔनीन 
. निज पे 2 अीकि  2  मा सन कि ८ सिर आह मिल्क, 2 
' 3 -2-]-0 -9 58 “7-6 8-4 “3-०2 -। 0 4 2 
| (े 7 0 : 


माकृति 43: (-०3)+(-+-8)>5-॥१॥ + 
(यदि हम पहले 8 पग बाईं ओर को चलें तथा फिर 3 पय बाई ओर को और चलें तो क्या होता है? ) 


प्रइनावली 4-7' 
न ः हट हा पु हि 
| कक १, संख्या रेखा की सहायता से निम्न पूर्णाक यूस्मों (#८॥5 ० ४ै४४४४5) का योग ज्ञात 
ए्‌ हि # ऊ ह पु मु 
८08४४ (ध) -3, 9. (#) 8, --।7 
(४४) 6, 4 . (९) +»9 2 
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नम्न में से प्रत्येक ज्ञात कीजिए । जहां तक संभव हो संख्या रेखा का प्रयोग न कीजिए । 


नि 
«- (४) 2+-(--8) () -7+(- 2) 
(गआ) --24-+-(-८१5) 7 (7०) --20+-9 
(०) -22+ (-- 68) .. (9) 49-न-(-2) 
. निम्न योग सारणी पूरी कीजिए 
... दूसरी संख्या: 


नी | 3-2 5२[ 0 23 : ; 
न 3 छ 
2 
कक 
पहली 0: 
संख्या ॥ 
5, 
कु । 
(क) क्या यह ग्रोग सारणी मुख्य विकर्ण के सापेक्ष सममित है ? रे 
(ख) सारणी से जाँच कीजिए कि --3--(--)55---[--3)। क्‍या यह सत्य 
है कि 3+- (००) ₹5(--2)+3 ? 
(ग) उस पूर्णाकों के युग्म लिखिए जिनका योग शून्य है । 
(घ) आप पहली संख्या 0 की तदनुरूपी पंक्ति में क्या देखते हें ? 


4..2 अनुच्छेद 4:.4 के उदाहरणों से हम पूर्णाकों का योग ज्ञात करने के नियम निकाल . 
सकते हैं। क्या आप बता सकते हैं कि थे नियम कौन से हैं? हम देखते हैं कि 


(क) यदि पूर्णाक ससान चिन्हों (४76 ४६805) के हैँ (अर्थात्‌ .दोनों घनात्मक हैं या. दोनों 
हो ऋणात्मक हैं तो हम उनके निरपेक्ष मान्रों को जोड़ते हें और योग में उभ्यनिष्ठ चिन्ह लगा देते हैं । 
(ख) यदि पूर्णाक असमान चिन्‍्हों (४॥/४/:४ 5805) के हों तो हम 
(!) उनके निरपेक्ष मान ज्ञात करते हैं, 
” - (7) छोटे निरपेक्ष मान को बड़े सान में से घठाते हैं, तथा 
(४) इस अंतर में बड़े निरपेक्ष मान वाले पूर्णांक का चिन्ह लगा देते हैं । 
उदाहरण 4: --257 और --63 को जोड़िए। 
हल : हम देखते हैं कि दोनों पूर्णाक ऋणात्मक हैं। अतः हम नियम (क ) का प्रयोग करते हैं। 
|-+257| 55257 
|- $3| 55 63 


32 | ह गणित ह 
हम ः निरपेक्ष मानों अर्थात्‌ 257 और 63 को जोड़ते हैं और हमें 257--6355320 प्राप्त 
ता | 
अब हम इसमें उभयनिष्ठ चिन्ह लगा देते हैं। इस प्रकार, 
-257-- (-- 63) 5-० 320 
उदाहरण 5: --39 और 87 को जोड़िए। ' 
हल : पूर्णाक असमान चिच्हों के हैं । इसलिए हम यहाँ. नियम (ख) का प्रयोग करते हें। 


[39 | 39 
॥ं . | 84[ ऋ₹*84 
--39 का निरपेक्ष मान छोटा है। इसलिए हम 8 में से 39 घटातेंहैं। इस प्रकार हमें 42 प्राप्त 
होता है 


हे इस अंतर अर्थात्‌ 42 में, हम बड़े निरपेक्ष मान वाले' पूर्णांक का चिन्ह ,लगा देते हें जो कि 
'-+! है। | 
इस प्रकार, --३39-+- 87 लचक+-व2 . 
उदाहरण 6: 494 और --795 को जोड़िए। 
हल : , हमें नियम (ख) के प्रयोग की आवद्यकता है। (क्यों? ) 
|. 494| ++494 ह | 
' [795] 5795 
795- 4945530व 
बड़े निरपेक्ष मान वाले पूर्णांक का चिन्ह -- है। इस प्रकार, 494-(--795)5:--304 


अध्मादली 4.2 


. निम्न पूर्णांक युंग्मों को जोड़िए : 

(7) -- 740, .40 (४) --80, 46 
(४) --800, 820 (7४) 240, - 320 
(९) 908, --8 (शं) 498, --32 
(शा) 6666, +प77 7... (शं४8) --5894, --789 

 &, निम्न में से प्रत्येक में योग ज्ञात कीजिए... ४ | 
(४) --494+-(--795) (४8) 509+(--874) 
(पं) -7280-+-(-45).. (१९०) --623+- (623) 


(४) 3003+ (--१99) (४) 786--(--86) 
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4-.3 अनुच्छेदों 4..4 और 4..2 के प्रश्नों में हम, उदाहरणार्थ, यह देख सकते हैं कि 
| 77 (००4) 75( ०4) + 7 
2+ (- 5)-(-5)+» 
-“3+(--9) 5(-- 8)+(- 3), 
-“257-+- (-- 63) *5-- 63-- (-- 257), तथा 
494-- (- 795) 5: ( - - 795) +- 49 4 


दूसरे शब्दों में, हम पूर्णांकों को किस क्रम में जोड़ते हें इससे योग पर कोई प्रभाव नहीं पड़ता ।, 


क्या आप इस गुण का नाम बता सकते हैं ? हम कहते हैं कि पूर्णाकों का योग क्रसविनि्मेय है। अर्थात्‌ 
यदि ८ और ०४ कोई दो पूर्णाक हों, 
८-०0 <८१--०८ 
यदि हमें तीन पूर्णाकों को जोड़ना हो तो क्या होगा ? आइए --80, 46 और 0 को जोड़ें । 
यह सरलता से जाँच की जा सकती है कि 
(--80--46) +- 0 55 --80-- ( 46--]0) 
क्या भाप इस गुण का नाम बता सकते हैं? हम कहते हें कि पूर्णाकों का योग सहचारी है। 


यदि ८ 8 और ८ कोई तीन पूर्णाक हों, # 
(४--० ) +००-- (#-+-८) |; 
पहले ही की तरह हम, प्रायः इस समान योग को ८-+-8/--८ लिखते हैँ । 


अर्थात्‌ 


करे शब्दों में, तीन पूर्णाकों का योग ज्ञात करने में इसका कोई प्रभाव नहीं पड़ता कि हम पहले 


कोन से दो पूर्णांक (लेकर ) जोड़ते हें और फिर योग ज्ञात करने के लिए उसमें अंतिम पूर्णाक जोड़ते हें । 
शून्य. और किसी पूर्णाक के योग के बारे में आप क्या सोचते हैं ? हम देखते हैं कि 
0-7 05० 0 
0--(-7-20) 5--- 20ल्‍55-- 20-+- 0 
0-+- 63ल्‍75637₹5 63-- 0 


दूसरे शब्दों में, किसी पूर्णाक और शून्य का योग स्वयं बह पूर्णांक होता है। संकेतों का प्रयोग कर 


* हम कहते हैं कि 
यदि ८ कोई पूर्णांक हो, 
धर्न- 0२-54: 0-6 
हे यह शूल्य का योज्य गुण केहलाता है तथा 0, (पूर्णाकों के ) योग के लिए तत्ससक अवयब कहलाता 
। 
अंत में, हुम चार या उससे अधिक पूर्णाकों को किस प्रकार जोड़ते हैं ? पहले ही की तरह हम योग 
. के ऋ्रमविनिमेय और साहचये गुणों का, यदि आवश्यक हो तो कई बार, प्रयोग करेंगे और उनके सरलतम 
प्रमूह बनाकर योग ज्ञात करेंगे । 
डदाहुरण 7: --7, --9, 23, --32 और--8 का थोग ज्ञात कीजिए | 


+ 


उये.. . गणित 


हल! --+-(--१9)+-23+- (“-32) +- (“-8) 

| ++[--77-- (--9) ]+ 23+-[( -- 33) +- (-- 8) 
न्‍्|ू (--7 30) +-23+- (-- 50) 
स्त[-7 30 (--50)]-+23 .: 
+२-- 80--2385:-- 57 


प्रधनावली 4.3 


|, निम्त योग ज्ञात करने के लिए संख्या रेखा का प्रयोग कीजिए : 
(0) --6+3+(-4).. (४) --77--8-+- (--) 
(आं) --3+ (--4)+(- 5) ह हि 
2. योग ज्ञात कीजिए। [सबंसे उपयुक्त संयोग (८550८४४४०४) का प्रयोग कीजिए ।] , 
() 373, - 245, “ 373... (४) --394, -- 8, --9 
(मं) --982, 934, - 8, ०2034 (70) 4329, 8648, --4377 
*3, आइए (पूर्णाकों के लिए) एक संक्रिया “* ' ऐसी खोजें कि यदि ८ और 8 दो पूर्णाक हों 


तो 
&+/2<-->6--29-+- हु 
उदाहरणाथे, . 2४37+2-- 3-+-75756, | 
4+ (“7 3) २ 4+- (73) -/-552 हि 
* रु ४ (क) --2#(-2) का क्या अर्थ है? 0%7 का क्या अथे है? 0% (--5) का क्‍या 
अर्थ है ! ' - | ह 


(ख) क्या 2# 3553* 2 है? क्या #! एक क्रमविनिमेय संक्रिया है? 


4-2 पूर्णाक का ऋणात्मक , * ' रा 
धनात्मक और ऋणात्मक पूर्णाकों से सामान्य युम्मों उदाहरणार्थ ; और --, 2 और --2, 3 
और-- 3, इत्यादि का संकेत मिलता है। हम देखते हैं कि प्रत्येक युग्म में कक है, अर्थात्‌ +- 
(--)50, 2+(-2) 750, इत्यादि। ऐसे किसी' भी युग्म में प्रत्येक दूसरे पूर्णाक का 
ऋणात्मक [ (या योज्य प्रतिलोम (4८४/#४०४ 7०४5०) कहलाता है। अत: 3 का ऋणात्मक --3 है 
तथा --3 का ऋणात्मक 3 है। इस प्रकार, प्रत्येक शून्येतर पूर्णाक ०' के लिए एक पूर्णाक --८' 
इस प्रकार होता है कि ८--(--०) 5८ 0। ““-4', ४ का ऋणात्मक (या योज्य प्रतिलोस) कहलाता है। 
शून्य का ऋणांत्मक स्वयं शून्य ही है ? ह नि 


पूर्णाकों पर संकियाएँ.... 5 
' प्रदनावलोी 4. 4 


. निम्न में से पूर्णाकों और उनके ऋणात्मकों के युग्म चुनिए : 
--7, 8, --6, - -4, “3, 3, 6, 7, 4, --8 
2. निम्न में से प्रत्येक का ऋणात्मक लिखिए: 
-200, - -200, --65, --48, 84, 95, 0, --] े0 
संख्या रेखा पर निम्न में से प्रत्येक को “.? से तथा उसके ऋणात्मक को “)८' से दर्शाइए : 
3, 7, +-+ 2, 4) 8 


3 


4, रिक्त स्थान भरिए : 

| (8) -4+---.७5० (४) 8+.. 5 
(४) 3+(--3) #र.. (7) ...]|(--5)55० 
(९) ०7%. 5 


(शं) --2+- 255... 


4.3 पूर्णांकों का व्यवकंलन 


आपको याद होगा कि व्यवकलन, योग का प्रतिलोम होता है। उदाहरणार्थ 9 में से 5 घटाने 
का अर्थ वही है जो ऐसी संख्या ज्ञात करने का जिसे 5 में जोड़ने से 9 प्राप्त हो जाए। 


उदाहरण के तौर पर .0 में से -- 8 घटाने के लिए हम इसी प्रकार का प्रश्न पूछते हैं कि '-.. 8 
में हम क्या जोड़ें कि 0 प्राप्त हो जाए ?! स्पष्टतया इसका उत्तर 48 है 


(यदि आप संख्या रेखा पर मान.लीजिए किसी. बिंदु / पर हें जो कि प्रारम्भिक बिंदु 0 से 8 
पग बाईं ओर को है तो आपको एक ऐसे बिंदु तक आने में, जो कि () से 0 पग दाईं ओर को है, 
से उसके दाईं ओर कितने पग चलने पड़ेंगे? ) ह 
अब आइए --8 का ऋणात्मक ज्ञांत करें और उसे 0 में जोड़ें। हमें क्या प्राप्त होता है? 
--8 का ऋणात्मक .8 है जिसे 0 में जोड़ने पर हमें 8 प्राप्त होता है। इस प्रकार, 
0-- (-- 8) 55 0- 85-व 8 ५ 
दूसरे शब्दों में, 0 में से -- 8 घटाने के लिए हम 0 में --8 का ऋणात्मक (या योज्य प्रति 
लोम ) जोड़ते हैं। वास्तव में यह पूर्णोकों के व्यवकलन का नियम ही है। 
यदि ८ औरं £ कोई दो पूर्णाक हों तो ८ में से ? को घटाने का अर्थ वही है जो ८ में # का ऋणात्मक 
(या योज्य प्रतिलोम) जोड़ने कां। अर्थात्‌ ह 
* ७--955४+-.( --/ ) 
एक बार जब हमें 2 का ऋणात्मक ज्ञात हो जाए, तो हम वांछित परिणाम प्राप्त करने के लिए 
पूर्णाकों के योग के नियम (क) या (ख) का प्रमोग कर सकते हैं। 


36 े गणित 


प्रइनावली 4.5 
, घटाइए : ् 
() 8 में से --3 (४) 7 में से 9 
(४) --6 में से -- 5 (०) -2 में से 2 
2. घंटाइए: लक, 
(4 ) 326 में से --82 (7 ) - 8 में से 3650 
(79) --409 में से -- 3987 (ए) 0 में से --236 
(२०).० में से 236 (श) 732 में से 0 
(शी) '--732 में से 0 / (णंा) 4032 में से 83247 


)/(-“ 8)... (-:5)-(- 8) 
3) (--5)--(--5) ... (“7 78)-+-(- 25) 
(#)] (_ )-7 (720) .-(+20)- (+ 65) 
' 4, “527 भें से 23 घटाइए। ,23 में से --27 घटाइए। 
क्या 23-- (- 27) +६-- 27-- 23 है ? 
5, एक दिन दोपहर 2 बजे दिल्ली में तापमान 40"0 था। उसी दिन साय 4 बजे तक यह 
तापमान ग्रिरकर 32" रह गया। तापमान में गिरावट ज्ञात कीजिए । 


6. दो स्थान 4 और 2) क्रमशः समुद्र सतह से 70 भीठर और 22 मीटर ऊपर“हैं। 4 से 2 
की कितनी ऊँचाई है ? 


7. रिक्त स्थान भरिए 
() किसी पूर्णाक में से 7 घटाने के लिए, हम उस पूर्णाक में. ..जोड़ते हें । 
() किसी पूर्णाक में से --4 घटाने के लिए, हम उस पूर्णाक में. ..जोड़ते हैं । 


) 
) 

3 ५४ 38 में उपयुक्त संकेत '< या '>' भरिए 
) 


(४8) --4- 2 
8४) --#न- 
हि ५) .ध«» ,-“2]555--64 


8, दो पूर्णाकों का योग -- 396 है। यदि इनमें से एक 64 हो' तो दूसरा ज्ञात कीजिए । 

9. एक कक्षा के टैस्ट (८६5७-४४) में उत्ती्णं होने के लिए के! जितने अंकों की 
आवश्यकता है उससे शशि ने 25 अंक अधिक प्राप्त किए तथा उसकी बहिन ने 3 अंक कम प्राप्त 
किए। शक्ति ने रीता से कितने अंक अधिक प्राप्त किए 

*+१0, ज्ञात कीजिए 

. 7--2+ 3--4-+-5-- 6+-...+749-- 50 

*]7, योग 74-(--7)++(-)+]+(--)+...पर विचार कीजिए। यह योग 
कितना होगा जबकि इसमें 


(7) 737 एक! हों (४) 262 'एक' हों । 
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4.4 पूर्णाकों का गुणन 
4.4.7 हम पहले से ही जानते हैं कि यदि दोनों पूर्णांक धनात्मक या शून्य हों तो उनको किस 
प्रकार गुणा किया जाता है। आपको याद होगा कि गुणन केवल बार बार योग ही है। उदाहरण 
के तौर पर, 49८ 5ल्‍54+-4+- 4+ 4+- 4 अर्थात्‌ 20 है। 
यदि हम, मान लीजिए, -- 5 और 4 को गुणा करना चाहें तो हम क्‍या करेंगे? आइए एक 
वास्तविक जीवन से संबंधित स्थिति पर विचार करें तथा देखें कि -- 5 और 4 का गुणनफल ज्ञात 
करने में क्या व्यावहारिक ज्ञान (८०॥४४०॥ 5205४) हमारी कुछ सहायता कर सकता है ? 
उदाहरण : एक घड़ी प्रतिदिन (अर्थात्‌ प्रत्येक 24 घंटे की अवधि में ) 5 मिनट सुस्त हो जाती 
है। वह 4 दिन में कितनी सुस्त हो जाएगी ? - थ 
हल: स्पष्ट है कि घड़ी 4 दिन में 20 मिनट सुस्त हो जाएगी । 
दूसरे शब्दों में, 
(- 5) 2 4-० 207 (-75)/7(--5)/ (778) + (- 5) 
अब आइए एक ऐसी स्थिति का अध्ययन करें जिससे हमें, उदाहरणाथ, 4 और -- 5 का गुणा 
करने में सहायता मिलेगी। ., 
उदाहरण 2: एक व्यक्ति जो कि पद्चिम से पूर्व की ओर 4 किलोमीटर प्रति घंटे की चाल से 
जा रहा है किसी बिदू 0 तक आ जाता है और उसके आगे भी उसी चाल से और उसी दिशा में चलना 
जारी रखता है। , पर पहुँचने के 2 घंटे बाद वह कहाँ होगा? 0 पर पहुँचने से 8 घंदे पहले 
बहू कहाँ था ? 
हल: स्पष्ट है, 0 पर पहुँचने के 2 घंटे बाद वह व्यक्ति (0) से 8 किलोमीटर पूर्व में होगा और 
0 पर पहुँचने से 5 घंटे पहले, वह () से 20 किलोमीटर पश्चिम में था। यदि हम उसकी स्थितियों को 
एक संख्या रेखा पर निरूपित करे तो हम॑ देखते हैं कि (0 पर पहुँचने के 2 घंटे बाद वह, बिंदु-- 8 पर 
होगा तथा (0 पर पहुँचने से 5 घंटे पहले वह, बिंदु -- 20 पर था । 
इस प्रकार 4८ (+2) 5-8 तथा 4> (--5)5:-- 20 
अंत में, हम दो ऋणात्मक पूर्णाकों, उदाहरणाथे, -- 2 और-- 5 को किस प्रकार गुणा करते हैं ? 
हम यहाँ ऋणात्मक पूर्णाकों के गुणा करने के नियम के बारे में कुछ संकेत प्राप्त करने के लिए प्रतिरूप 
विधि (/८//४7 ८/१/४०८८४) का प्रयोग करेंगे ? 
आइए निम्न को देखें : 
5-75) >( 6ल्‍5-- 30 
>> 55-5-- 25 
> 4-+-- 20 


38 चित 
इस ऋण पाँच गुती' सारणी में हम देखते हें कि जब दूसरा पूर्णांक  धठता है तो गुणनफल 5 बह 
जाता है। अत: (--5) ४ (--) ज्ञात करने के लिए हमें इससे पहले गृणनफल को 5 बढ़ा देवा 
चाहिंए। इससे हमे (--5) » (--)5--+ 5 प्राप्त होता है। इसी प्रकार (--5) * (--2) 
ज्ञात करने के लिए हमें इससे पहले गुणनफल को 5 बढ़ा देना चाहिए ।-इससे हमें(--5) & (-- 2) 
-+0 ग्राप्त होता है। आइए ऐसे कुछ और गुणनफल' लिखें। 
(-$) & (--3)555, 
(-$) & (--4) 5 20 
(-- 5) १ (--5)-525, इत्पादि 
अत: दो पूर्नाकों के गुणन के लिए हमें भिम्त निमम प्राप्त होते हैं 
(क) यदि पूर्णाक समान चिन्हों के हों तो उनका गुणनफल धनात्मक होता है। 
(ख) यदि दोनों पूर्णाक अरमान जिन्हों के हों तो उतका तुणशसफल ऋणात्मक होता है, 
प्रस्येक स्थिति में, गुणनफल का सिरपेक्ष मात, दोनों धृणाकों के मिरिपेश श्पतों पे भुजनफल 
फे बराबर होता है । 
उदहरण 3: --74 और १2 फो गुणा कीजिए । 
[-- 4 [54, |2 |>-2, निरपेक्ष भातों का गुणनफल 4)06 25768 है।. अब 
हा पूर्णाक असमान चिन्हों के हैं, अतः नियम' (ख) के अनुसार इनके गुणनफल का चिन्ह ऋणात्मक 
गा। 
इस प्रकार, (“-4) » 257--68 
उदाहरण 4: --25 और --3 को गुणा कीजिए | 
हल: 25 |5-25, |-+ 3 [२5३ 
निरपेक्ष मानों का गुणनफल 252< 3 अर्थात्‌ 75 है। श्ञाथ ही, चूँकि दिए हुए पूर्णाक समान 
चिन्हों के हैँ अतः इनके गुणनफल का चिन्ह धनात्मक होगा। 
इस प्रकार, (-25) 2 (--3) 5575 


प्रदशावली 4,6 
3. गुणा कीजिए : 
( ) -5 और 6 (४) ॥] और --3 
(आ) --8 और 7 (7४) --2 और --6 


(५) 0 और --5 (४) --77 और ०0 
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2. निम्न गुणन सारणी पूरी कौजिए : 
दूसरी संख्या 
8 ये हि 52 


चहली हि 


(क) क्या गुणन सारणी खुख्य विकर्ण के सापेक्ष सममित है ? 

(ख) निम्न में से प्रत्येक के पक्ष में दो दो उदाहरण दीजिए 

) दो धनात्मक पूर्णॉंकों का मुथनफल धनात्मक होता है; 

/ ) दो ऋणात्मक पूछ्लंकों का गुणनफल धनात्मक होता है; 

(9) एक धनात्मक पूर्णोक और एक ऋणात्मक पूर्णाक का गुणनफल ऋणात्मक 


सी न. 


--3) » (--2) 5-(--2) *( (-3) 
घ) उन पूर्णाक युग्मों की सूची बनाइए जिनके गुणनफल शून्य है। 
3, निम्न गुणनफल ज्ञात कीजिए 


होता है 
(ग) सारणी से जाँच कीजिए कि (--3) »€ 2552 रे (--3) | क्‍या यह सत्य है कि 
( 


(--23067) »८ 0 


6 और --7 का गुणा कीजिए। क्‍या आपको याद है कि 6 का -ऋणात्मक 
क्‍या है ? 


--27 और --4 का गुणा कीजिए। क्या आपको याद है कि -- 27 का ऋणात्मक 
क्‍या है? 


(हम देखेंगे कि किसी पूर्णांक का ऋणात्मक प्राप्त करने का अर्थ वही है जो उस पूर्णाक को 
से भुणा फरते का ।) 


4.4.2 कया इसका कुछ प्रभाव पड़ता है कि हम दों पूर्णाकों को किस क्रम में लेकर उनका गृणनफल 
ज्ञात करते हैं? उदाहरण । में यह सरलता से जाँच की जा सकती है कि (--5) %( 4554 »८ (--5)। 
इसी प्रकार उदाहरण 4 में यह सरलता से जाँच की जा सकती है 

(-25) » (--3) 5 (--3) & (--25) 
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वास्तव में, यह किन्हीं भी दो पूर्णाकों के लिए सत्य है। हम कहते हें कि पूर्णाकों का गुणन ऋरमविनिमेय 
है। दूसरे शब्दों में, दो पूर्णाकों के गुणा करने में इसका कोई प्रभाव नहीं पड़ता कि हम पूर्णाकों को 
किस कम में लेकर गुणा करते हैं। 
संकंतों का प्रयोग करने पर हम लिखते हैं कि 
यदि 6 और ४ कोई दो पूर्णाक हों, तो 
६ 0<:-0१८ 6 
अब किसी पूर्णांक और शून्य के गुणनफल के बारे में आप क्या सोचते हैं? प्रश्नावली 4,6 के प्रश्न 
3 के (५) और (४) भागों में हम देखते हैं कि 
0» (--5) 70 
(--) & 0550 
हम यह पहले से ही जानते हैं कि शून्य और किसी भी पूर्ण संख्या 8 28248 सदेव- शून्य होता 
है। इस परिणाम और उपर्युक्त दो उदाहरणों से हम देखते हैं कि हक किसी भी पुर्णांक का 
गुणनफल सदेव शून्य होता है। संकेतों का प्रयोग करने पर हम कहते हैं 
यदि 4 कोई पूर्णाक हो, तो 
6>»% 0-7 0 € 4-८ 0 
आइए अब दो पूर्णाकों के ५88 ल का निरीक्षण करें जबकि इनमें से एक पूर्णाक | है। हम यह 
पहले से ही जानते हैं कि ] और किसी पूर्ण संख्या का गुणनफल स्वयं वह पूर्ण संख्या होती है। हम यह 


भी देखते हैँ कि 
2 (--) न्‍्*--ल्‍55 ( -०) ८ ६. 
% (--2) ह#+-- 255 ( 2) 2 । 
]> (--3) 5०-०३७०( “ 3) » 
% (--4) -२-- 45 (--4) 2 । 


इस प्रकार, हम देखते हें कि । और किसो पूर्णांक का गुणनफल सेव स्वयं बह पूर्णाक होता है । 
यह्‌ 4 का गुणन गुण (॥४/४/8॥८०४0॥ /7०४४% [| ) कहलाता है तथा पूर्णाकों के गुणन के लिए 
3 तत्समक अवयव कहलाता है। संकेतों का प्रयोग करने पर हम लिखते हैं कि 
यदि 6 कोई पूर्णाक हो, तो 
]>4न्‍न|व> ल्‍ 
आइए अब तीन पूर्णाकों, उदाहरणार्थ, --45, --8 और 25 का आपस में गुणा करें। 
[(--45) » (--8)] 2 2555360 >< 25 


न+9000 
(--45) & [(--8) & 258] 5 (--45) »८ (--200) 
न9000 ३" 
हम देखते हैं कि 


[(--45) & (--8)] 2 2555 (--45) *८ [(-8) २८ 28] 
दूसरे शब्दों में, हम किन्हीं भी दो पूर्णाकों का संयोग करके उनके गुणनफल का तीसरे पूर्णांक से 


पूर्णाकों पर संक्रियाएँ 47 


गुणा कर सकते हैं। वास्तव में, हम देखते हें कि उपर्युक्त उदाहरण में संयोग [(-- 45) 2६ (--8)] 
की तुलना में संयोग [(--8) 2८ 25) से सरलतम समूह प्राप्त होता है। 
उपर्युक्त उदाहरण गुणन के एक अन्य महत्वपूर्ण गुण की व्याख्या करता है। वह यह कि पूर्णांकों 
का गृुणन सहचारी है। अर्थात्‌ 
तीन पूर्णाकों का गुणनफल ज्ञात करने में इसका कोई प्रभाव नहीं पड़ता कि पहले हम कौनसे दो 
पूर्णाक (लेकर) गुणा करते हैं और फिर इस गुणवफल को अंतिम पूर्णांक से गुणा करते हैं । 
संकेतों का प्रयोग करने पर, हम लिखते हैं कि यदि ८, 8 और ८ कोई तीन पूर्णाक हों तो, 
(०२८४) 2८ ८००० ०९ (8 »८ ८) 
इस गृण के फलस्वरूप ही, हम प्रायः इन ससान गृणनफलों को ८०८४»८८ (या केवल ८5८) 
लिखते हें। अंत में, हम चार या अधिक पूर्णाकों का किस प्रकार गुणा करते हैँ। हम क्रमविनिमेय 
और साहचये गुणों का, यदि आवश्यक हो तो कई बार, प्रयोग करते हैँ और पूर्णाकों के सरलतम समूह 
बनाकर उनका गुणनफल ज्ञात करते हेँ। 
उदाहरण 5: --48, “ “4, 25 और --23 को गुणा कीजिए | 
हल: (--48) ८ (--4) 2 (25) & (--23) 
न [(--48) 2 (-4)] & [ (25) २ (--23)] 
२+०]922% (-० 578) ++--20400 
या, हम इनके निम्न सरलतम समूह बना सकते हैं और इनका गुणनफल ज्ञात कर सकते हैं : 
(--48) »८ (--4) 2 (25) »८ (-- 23) 
न+[(--48) ८ (--23)] » [ (--4) 2८ 25] 
*+]042८ (- -00)57--40400 


4.4. 3 पूर्णाकों के लिए वित्तरण गुण 
आइए, उदाहरणार्थ, 22 [3+- (--)] को दो विभिन्न विधियों से ज्ञात करें : 
2» [3-+- (--)] 552 » 2554 
साथ ही, 2» 3+- 22८ (--) 5 6-+- (-- 2) 55 4 
इस प्रकार, 2८ [3+- (--7)]552% 3-- 22८ (--) 
' इसी प्रकार, उदाहरणार्थ, हम यह भी जाँच कर सकते हूँ कि 
6» [(-8)--4]5:62८ (--8)+69» 4 
या, (-2) < [7+ (“5)]5(-- 2) € (7)+ (-- 2) » (- 5) 
या, (78) 2 [[-- 6)-4(-4)]77(--8) ४ (--6)+(-$) ४ (- ४) 
. वास्तव में, यदि तीन पूर्णांक ८, ? ओर ८, दिए हुए हों तो यह सरलता से जाँच की जा सकती है कि 
4०८ (8-८) 55०२९ 8--० »८ ८ 
या, ४ (6--८) 55५6-४८ े 
हम कहते हैं कि पूर्णांकों का, 'गुणन, योग के ऊपर वितरणात्मक है। 
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प्रघनावली 4.7 


, निम्न ज्ञात कीजिए : (सबसे उपयुक्त संयोग का प्रयोग कीजिए ) 
(4) (-2) 2 36% (-5) 
(४) (-8) ४ (-49) ४० 
(॥) | (78) €*(-- 83) 27(- 4) 
(०) (--45) & (55) # (--0) 
2. निम्न के मान ज्ञात कीजिए : 
(7) --252८ (--8) » 35» (--42) 
(7) -०2» (--3) 2 (- 4) & (“-5) & (--6) 
(कं) (--48) 2 (“-8) 2 6#60 
(४) (--8) » 0 37» (-- 37) 
3. यदि हम निम्न का गुणा करें तो गुणनफल का क्या चिन्ह होगा ? 
() ॥ ऋणात्मक और 3 धनात्मक पूर्णाक 
(४) 2 ऋणात्मक और 5 घनात्मक पूर्णाक 
(४7) 8 ऋणात्मक और ॥ घधनात्मक पूर्णाक 
(7५) 27 ऋणात्मक और व धनात्मक पूर्णाक 
4, पूर्णाकों --40, 6, --54, ८:68 और 0 में से प्रत्येक को दो पूर्णाकों के गुणा के रूप में 
लिखिए जब कि इनमें से एक पूर्णाक -- 7 हो । 
5, सरल कीजिए : (--8) »८ [0--8--43+ 98] 
6. निम्न की तुलना कीजिए : 
(४) (374+-9) 2 0 और 7-- (92८ 70) 
(४) (4--3) 2 0 और 4-- (32८ 0) 


4. 5 पूर्णाकों का विभाजन 
अब जबकि हमारे पास पूर्णाकों को गुणा करने के नियम हैं, उनके विभाजन के नियम ज्ञात करना 
सरल है। निस्संदेह, हम इस वात पर बल देंगे, जैसा कि हमने पूर्ण संस्थाओं के लिए कहा था; कि शून्य 
से विभाजन नहीं किया जा सकता । 
आपको याद होगा कि विभाजन, गुणन का प्रतिलोम है। उदाहरणार्थ, 8 को --6 से 
भाग देने के लिए हमें यह पूछना चाहिए, 'हम 48 प्राप्त करने के लिए --6 को किससे गुणा करें ? ” 
स्पष्ट है, इसका उत्तर -- 3 है। इस प्रकार, 
8-- (“८ 6) २-3 
या, उदाहरणार्थ, --64 को 8 से भाग देने के लिए हमें पूछता चाहिए, “-- 64 प्राप्त करने के 
लिए हम 8 को 22 पा करें ? ” स्पष्ट है, इसका उत्तर, -- 8 है। इस प्रकार, 
--64) -+ 855-- 8 
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इसी प्रकार, उदाहरणार्थ,-- 32 को --4 से भाग देते के लिए हमें यह पूछता चाहिए “--32 
प्राप्त करने के लिए हम -- 4 को किससे गुणा करें ?” स्पष्ट है, इसका उत्तर 8 है। इस प्रकार, 
--32)-(- 4) 5778 

इस प्रकार हे दो पाक के विभाजन के लिए निस्‍्न नियम प्राप्त होते हैं : 

(क) यदि पूर्णाक समान चिक्‍्हों के हूं तो उनका भागफल धनात्सक होगा; 

(ख) यदि पूर्णाक असमान चिन्हों के हें तो उनका भागफल ऋणात्मक होगा; प्रत्येक स्थिति में 
भागफल का निरपेक्ष सान भाज्य के निरपेक्ष भाव को भाजक के निरपेक्ष मांध से भाग करने से प्राप्त 
किया जाता है। 

उदाहरण : 88 को. -- 77 से भाग दीजिए। 

हल (88: 88, [7 ]7|[557 - 

भाज्य के मनिरपेक्ष मात को भाजक के निरपेक्ष मान से भाग करने पर, हमें 68-- 7 अर्थात्‌ 4 
प्राप्त होता है । 


अब पूर्णांक असमान चिन्हों के हें, अतः नियम (ख) के अनुसार भागफल का चिन्ह ऋणात्मक 
होगा। इस प्रकार . 
68-- (“7 7) 55 -- 4 
उदाहरण 2: -- 78 को 3 से भाग दीजिए । 
हल: |--78| 578, |3| 53 तथा 78-# 35 6 
यहाँ पूर्णांक पुत: असमान रिन्हों के हैं, अत: भागफल का चिन्ह ऋणात्मक होगा। इस प्रकार, 
(- 78) -+3ल्‍55-- 6 
उवाहरण 3: -- 324 को --9 से भाग दीजिए । 
>> | 324 | ++ 324, |-- 9| 559 तथा 324--95--36 
दोनों 33302 90४ | हूँ, है नियम (क) से, भागफल का चिन्ह धनात्मक द्ोगा। इस प्रकार, 
-7324)- (-० 9) 7-36 


प्रहनावली 4.8 
. निम्न में से प्रत्येक में भागफल ज्ञात कीजिए : 
() 36-+ (-9) (४) --48-- (--6) 
(ध) --24- 8 (7९०) --86-/(- 4) 
४) :0% (70) 


2. रिक्‍त स्थानों को भरिए : 
() ...४+(-१4) "+- 3 (8) ...+7+] 


(४) ...-+ 60552 (०) ...+# (--3 ) न्‍४+- 4 
(५) .-+(-5) 752 

3, भाग दीजिए : 
(7) 0 को 0 से (॥) 40 को -- 0 से 


(४) --0 को 0 से (7४) --0 को --0 से 


विविध प्रइनावली 7 
(एकक हर और 3५ पर) 


. निम्न को संकेतों (<' या '>', का प्रयोग करते हुए दुबारा लिखिए : 
।(4) --7, --!7 से बड़ा है। 
(४) 0 घनात्मक है। 
(7) --3 ऋणात्मक है। 
व --3, 3 से छोटा है। 
2. दो पूर्णाकों कह ४० नफल--] है। पूर्णाक ज्ञात कीजिए ।. 
3, निम्न को दो | के गुणा के रूप में लिखिए जिनमें से एक पूणकि --3 हो : 
() 5 (7) >१3 () 9 (२) 7१7 (५)३१ (शं) 0 
4, |--3| और --| 3| के अर्थ बताइए । ह 
» सरल कीजिए; 
कि 
है | (4) २८ (--2) | + |--4| -- | +- 2| 
तापमान -- 47 हो ओर फिर वह 20"0 बढ़ जाए तो नया तापमान ज्ञात कीजिए 
7, 0-3, 0-+ (--3), 0+62 और 0--(-62) ज्ञात कीजिए | 
[संकेत :09>< 3550, इत्यादि] 
हम देखेंगे कि शून्य को किसो शून्येतर पूर्णाक से भाग देने पर सर्देव शून्य प्राप्त होता है । 
, निम्न को पूरा कीजिए : 
() --5 घटाने का अर्थ है, ... जोड़ना। 
(४) 6 घटाने का अर्थ है, ... जोड़ना । 
9. रिक्त स्थान भरिए : 
() (-8)+(--5)55(-8)-(-:-) 
(॥) 7+5&8-7-(... 
(४) 9+(-)59- (-6) 
(ए) (--9)-(+6)7(-9)+(..*) 
0. कक 05 
) 48--(3) [2) -+ 6 
है --20-- (- 60) (5)- (“7 0) 
(॥) 36-(-3)+2 
]. निम्न में से प्रत्येक में एकक अंक (:8४/५ ८४£/) ज्ञात कीजिए : 
(7) 772 (--27) २८ 372< 22 
(9) ॥22 252» (“-6) & (-3) 
(॥) 62< (-26) 2 (--36) % (--46) 
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2, 50 प्रश्नों के एक सत्य-अततत्य टेस्ट में, प्रत्येक सही उत्तर के लिए विद्यार्थी को 2 अंक मिलते 
हैं तथा प्रत्येक गतत उत्तर के लिए -! मिलता है। कोई उत्तरन देने पर उप्ते 0 मिलता है | 

(क) एक विद्यार्थी 3) सही और 4 गलत उत्तर देता है तथा 4 परदन नहीं करता है। वह 
कितने अंक प्राप्त करेगा ? 

(ख) उस विद्यार्थी को कितने अंक मिलेंगे जो कि ३5 प्रश्न सही करता है और 48 गलत 
करता है ! 

!3, जात कीजिए: 
() (-3४[5+(-0+श-[0(8+8+(-१))] 
(0) [[-0»(9-0)+[-8+0»(-१0] 
(॥॥ (-7#([-8)+ ४9-97] 
(0) [[-5) & ([48-43+-8-0-]) | +[ (37-45) ४ (-5)] 

+4, आइए (पूर्णाकों के लिए) एक ऐसी संक्रिया *# खोजें जिसका अर्थ है दोनों पूर्णाकों को 
जोड़कर उनके योग में उतका गुणनफल जोड़ दें। दुसरे शब्दों में, यदि ८ और 8 कोई दो पर्णाक हों तो 

4%9--४--४--40 
इस प्रकार, 203:2--34-65]], 2+(-3)52+(-83)+(-60)--7॥ 08454, 
श्यादि। 
(क) 4#8, 083, (-3)+0 और (-2)#(--]) के क्या अर्थ हैं! 
(सै) क्या 085 3५2 है! 

+5, एक मेंहक, जो 8 मीटर गहरे एक कुएं में गिर गया है छु्लाँग लगाकर उससे बाहुर निकलने 
का प्रथल करता है। प्रत्येक बार, मेंढक ऊपर को 70 सेमी की छलाँग लगाता है और 20 सेमी पीछे 
को फिसल जाता है। प्रत्येक छुल्ताँग का वास्तव में क्या परिणाम रहता है ! वुएँ से बाहर तिकलने के 
लिए मेंढक को कितनी छलाँगें लगानी पड़ेंगी ! 


एकक ९ 


पूर्णाकों की थातें 


हम, इस एकक में, पूर्णाकों के वगे, धन और बड़ी पूर्णॉकीय घातों (कांदह/६/ (00४५5) का अध्ययन 
करेंगे। हम यह भी सीखेंगे कि उत धनात्मक पूर्णाको का जो कि पूर्ण वर्ग (#/८ 54४०४ ) हैं, वर्गेमूल 
किस प्रकार निकाला पता है। 


5.व पूर्णाकों की धार्ते 


जब किसी पूर्णाक को उसी से गुणा किया जाता है तो हम कहते हैं कि हमें पूर्णाक का द्वितीय घात 
(52604 00४) या वर्ग (5(४८॥४) प्राप्त हो गया है। उदाहरणार्थ, 3)< 3, 3 का वर्ग है और इसे 
3 लिखा जाता है। हम » को “3 की द्वितीय घात ' या '3 का वर्ग | या (3 पर घातांक (६६१०४०४) 2' 
(या केवल (3-घात 2) या 3-बर्ग पढ़ते हैं। निस्‍्संदेहू, 3४--9 

इसी प्रकार, (-5)5-(--5) » (--5) 5२25 

तथा, 077509९ 0-500 

ऊपर लिखा हुआ संख्यांक, घातांक (७४/०४४४ या ॥४6४) कहलाता है तथा 39८3 को 3 के 
रूप में लिखने को घातांक संकेतन (&/आाहा/वं ॥9689/) या घात संफेतन (#000 ?294॥0%) 
में लिखना कहते हैं। 

जब किसी गुणनफल में कोई पूर्णांक तीन बार आता है तो हम कहते हैँ कि हमें पूर्णाक की 
तृतीय घात (॥॥87४ /000") या घन (८४४८) प्राप्त हो गया है। उदाहरणार्थ 22< 22 2, 2 का घन है 
और इसे 2* लिखा जाता है। हम 2१ को “2 की तृतीय घात ' या “2 का घन ' या “2 पर धातांक 
3 या “2-घन * पढ़ते हैं। इस प्रकार, 27-22) 29८ 2558 

इसी प्रकार, (--6)१5(-6) » (--6) »% (--6) 55--28, 

70% 7.)९ 726 755 343 
तथा 0१5--0% 02८ 055000 

पृ्णीकों की बड़ी घातों के विषय में भी उपर्युक्त प्रकार से विचार किया जा सकता है। उदाहरणार्थ, 2 
, की चतुर्थ घात (/907॥ #०४९) अर्थात्‌ 2 पर घातांक 4-०2५-०2» 29९ 29८ 2ल्‍०१6 
“3 की चतुर्थ घातर- (--3)/5(-3) १८ (--3) * (--3) & (--3)58 
“5 घात 45८ (--5)+5(-5) % (-०5) १९ (--5) » (-+5)5-625 
0 धात 45-(0)+502 0% 0%८ 05-0000 
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2 की पांचवीं घात अर्थात्‌ 2 घात 555 27<-- 22 22८ 22९ 22८ 2 532 
-- 3 की पाँचवों घातर-(--3)*55(-३3) & (--3) ८ (--3) & (--3) » (--3) 55-- 243 
-$ घात 555३-०5) >(-- 5) & (-- 5) & (5) & (-- 5) & (-- 5) 5+-- 325 
0 घात 5-5(0)7-0% ]0:0% 0 2: व0:500000 
घातांक संकेतन के प्रयोग से हमें बड़ी संख्याओं को संक्षेप और सुन्दर प्रकार से लिखने में सहायता 
मिलती है। क्‍या आपको स्थानीय-मान की संकल्पता में 0 की घातों के प्रयोग के बारे में याद है ? 
यह सरलता से जाँच की जा सकती है कि 


(-१) विषस्त धनात्मक पूर्णांक__ 
(-) ँस धनात्मक पूर्णाक _ 


न्जा 


१ 

यदि ८ कोई पूर्णांक हो तो ८* भी एक पूर्णांक होता है और इसे एक पूर्ण वर्ग (#९६6 34४०/४) 
कहते हैं। पहले पाँच शून्येतर पूर्ण वर्ग पूर्णाक :८, 27>54, 375 9, 4१556 तथा 575०2 हैं। 
अगले दो पूर्ण बर्ग पूर्णाक कौन से हैं ? 

पुनः यदि ४ कोई पूर्णाक हो, तो ४* भी एक प्रूर्णाक होता है और इसे एक पूर्ण घन (#2//८८४ ८४१८) 
कहते हैं। पहले पाँच धघनात्मक पूर्ण घन पूर्णाक ]8-०], 2१+- 8, 3४5527, 47764 तथा 
8१ -- 25 हैं। अगले दो पूर्ण घन पूर्णांक कौन से हैं ? 

हम इसी प्रकार पूर्णाकों की पूर्ण चतुर्थ घात,पूर्ण पंचम घात, इत्यादि जात कर सकते हैं । 


प्रशनावली 5«7 


, निम्न में से प्रत्येक में वह संख्यांक लिखिए जो घातांक में है : 
(8) (30) . (8) (+०)९ ७॥) 28 (0) (०5). (९) ६] )४ 
2. ज्ञात कीजिए : 
(४) ॥6 का वर्ग 
(7) --4 का घन 
(7४) --4 का वर्ग 
(ए) 3 की चतुर्थ घात 
3, रा को घातांक संकेतन में लिखिए : 
) 7 
(४) (३3) ४ (--3) & (--9) 2 (-3) ४ (-७) » (-») 
(0) ]0% 0% 0% 020% 0% 0% 0 
(४९) --26 


48 गणित 


4. जात कीजिए : 
() 50. [7) # (॥) » (९) (--7)" (५) ॥78 


(श) (१)७8. (शो) ॥श (शा) (2) (७) #..| (७) 20% 


5. सरल कीजिए : 


0) 22८3 (४) (-2)*(-79)* 
(॥) (-)१% (--0)* (ए०) 2४» (--3)१% 8 
(४) (5)2 (0)726 (-)* (४) (775) (--2)* 
(शा) (3)*% (0)4% (--)7९ (शा) (--9)' & (--3)१»< ( 


6. निम्न के घन ज्ञात कीजिए : 


(+) -१2 (0) -25 (॥) -9 (7५) 00 (५) 20 
.? प्रथम दस धनपूर्णाकों के वर्ग ज्ञात कीजिए। इनके एकक अंकों को देखिए। आप क्या 


वत्त हर 


&, प्रथम नौ धनपूर्णाकों के घन ज्ञात कीजिए । 


५ 07, 20*, 30१, 00%, 200* तथा 000* ज्ञात कीजिए। (हम देखेंगे कि पूर्णाक के 


बरतग मे दाई ओर शून्यों को संख्या, पूर्णाक में दाईं ओर, शून्यों की संख्या की दुगुनी है।) 


६ 2 वापल 


५ 





प्राप्त क्ोता 


हैए अनच्छेद 5.व में देख चुके हैँ कि किसी पूर्णाक का वर्ग उस पूर्णाक को उसी से गुणा करने पर 
है इसकी विलोम प्रक्रिया अर्थात्‌ ऐसा पूर्णाक ज्ञात करना जिसका वर्ग करने पर दिया हुआ 


पृणाक प्राप्म हो जाए, पूर्णाक का अवर्ग करने (#86;८7४॥१)” की प्रक्रिया या उसका बर्गमूल (34॥66 
४] भात फ़रसे की प्रक्रिया कहलाती है। उदाहरणार्थ 6 का वर्गमूल ज्ञात करने के लिए हमें ऐसा 
पृर््राक जात फरने की आवश्यकता है जिसका वर्ग 6 हो। स्पष्ट है ऐसा पूर्णाक 4 या-4 है। 


इनमें रू ५१7 ॥8 का बर्गमूल कहलाता है। 


(इस एयक भे हम अपने को पूर्ण बर्गों के वर्गमूल निकालने तक ही सीमित रखेंगे। साथ ही, 


हम फेचल धनात्पक्र बर्गमल ज्ञात करेंगे तमोंकि फिर दूसरा वर्गंमल सरलता से लिखा जा सकता है । 


इस 


सटे हम बसल पक बममत की बात करेग।. धतात्मक वर्गमूल के लिए हम </ संकेत का प्रयोग 


करने #। उद्ाहरणार्थ,हुम (0 54 तथा ---१/675--4 लिखते हैं ॥ 
उदाहरण : 49 का बमेमूल ज्ञात कीजिए । 
हल ; हम जानते हैं कि 7४ - 49॥ इस प्रकार, /495 7 
उदाहरण 2: ५25 का वर्गमूल् ज्ञात कीजिए । 
हल : 625 559 56 59% 5 अर्थात्‌ 25% 25 
इस प्रकार, /6255525 
उदाहरण 3: 764 का वर्गेमूल ज्ञात कीजिए | 


पूर्णॉकों की घातें 49 


हल : पहली ही दृष्टि में हम यह नहीं कह सकते कि कौनसा ऐसा पूर्णाक है जिसका वर्ग 764 
है। अतः हम 764 के गुणनखंड ज्ञात करते हैं। हम देखते हैं कि 











]764 5529८ 29८ 3ल्‍< 39९ 73८ 7 _2 | 764 

सन 28 37 »€ 7? 9 882 

इस प्रकार, ४]7645-2>% 3:%< 755 42 इन आफ कट क 
3 | [47 

रा का 

व ग 


हम देखते हैं कि 
किसी पूर्ण वर्ग का वर्गमूल ज्ञात करने के लिए , हम 
(क) दिए हुए पूर्णाक के गुणनखंड ज्ञात करते हैं, 
(ख) पूर्णाक के गुणनखंडों के प्रत्येक युग्म में से हम, वर्गमूल में सम्मिलित करने के लिए एक 
एक गुणनखंड चुन लेते हैँ, और 
(ग) यदि आवश्यक हो तो, चुने हुए गुणनखंडों का युणा कर देते हैं । 


यह विधि, प्रत्यक्ष कारणों से, गुणनखंड विधि ([४८/ ॥०४) कहलाती है। इसका 
प्रयोग हम यह ज्ञात करने में कर सकते हैं कि कोई दिया. हुआ पूर्णाक पूर्ण वर्ग है या नहीं । यदि दिए 
हुए पूर्णाक में कोई ऐसा गुणनखंड है जो एक युग्म में नहीं आता तो स्पप्ट है कि बह पूर्णाक पूर्ण वर्ग नहीं 
होगा । 

उदाहरण 4: 089 कं वगगमूल ज्ञात कीजिए 

हज़ : हम देखते है कि 
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इस प्रकार, 089 का एक वर्गेमूल 39% ] अर्थात्‌ 33 है। इसलिए दूसरा बर्गमूल -- 33 
होगा। किसी पूर्णाक का घनमूल (८४४८ 7०0४) वह पूर्णांक होता है जिसका घन दिया हुआ 
पूर्णांक हो। आप किसी पूर्णाक के चतुर्थमूलों (/#४/ 7००४४), पंचमुलों (//// 7००४) इत्यादि को 
किस प्रकार परिभाषित करेंगे। (घनमूल, चतुर्थमूल, पंचमूल, इत्यादि का अध्ययन इस पुस्तक की सीमा 
के बाहर है। हम अपने को केवल वर्ममूल ज्ञात करने तक ही सीमित रखेंगे ।) 


(0 ' /| 
. प्रतावती 5.! 


!, गिर मे पे प्र गा बात गजीणिए 
(] ॥॥ ...]॥] ॥0.. [7] 88. [//] ॥08 
(0) ॥॥. |) ॥॥. [४) ॥00॥ [थी 80 
(॥]) 00000 

) ॥१॥॥ ५॥॥॥ ४३७0 का ४784) गा खाए 

) वात कीगिए कि हि में से कौत कोर एए को हू: 

॥ 0 ॥4 8 [00॥ 

4 पद (/05॥ था: हा ॥<॥ तिल है बोर कहो हैं हि एस का का शत है। 

गत वा बाग का है! 


संख्याओं के गुण 


पिछले एककों में हमने पूर्ण संख्याओं और पूर्णाकों पर संक्रियाओं के गुणों का अध्ययन किया था। अब 
हम संख्याओं, विशेषकर, पूर्ण संख्याओं के 08 रोचक गुणों का पता लगाएँगे। हम संख्याओं के 2, 3, 
4, 5 इत्यादि से विभाजित होने के नियप्तों का भी अध्ययन करेंगे 


6.] गुणनखंड और गुणज ' 

हम यह पहले से ही जानते हैं कि किसी संख्या के गुणनखंड ( /69) का क्या अर्थ है। 
वास्तव में हम इनको, अनुच्छेद 5.2 में पूर्ण वर्ग पूर्णाकों के वर्गेमूल ज्ञात करने में प्रयोग कर चुके हें। 

आपको याद होगा कि बहु संख्या जो 2 से (पूर्णतया) विभाजित हो जाएं, सम संख्या (6ह8॥ 
॥४6०) कहलाती है। 0, 2, 4, 6, इत्यादि सम संख्याओं के कुछ उदाहरण हेँ। वह संख्या जो 2 से 
(पूर्णतया) विभाजित न हो, विषम संख्या (0४४ ॥॥४४४) कहलाती है। , 3, 5, 7, इत्यादि विषम 
संख्याओं के उदाहरण हैं। हम देखते हैं कि यदि किसी संख्या को 2 से विभाजित करने पर शेष । प्राप्त 
हो तो वह संख्या विषम होती है। (क्यों? ) 

संस्था 2 को लीजिए। हम, उदाहरण के तौर पर, इसे 2- 3) 4 लिख सकते हैं। हम 
कहते हैं कि 2, 3 का एक गृुणन (%//४//४) है। 2, 4 का भी एक गुणज है। पूर्ण संश्याओं 
में, 3 के और भी गुणज हैं जेसे कि 0, 3, 6, 9, 5, 8, 2! इत्यादि। इसी प्रकार 4 के भी और 
गुणज हैं जैसे कि 0, 4 8, 6, 20, 24 28 इत्यादि। आप क्या देखते हैँ? क्या यह सत्य नहीं 
है कि जब आपने अपनी गुणन सारणियाँ (॥४78//668०% /40/8#) याद की थीं तो आप वास्तव में 
विभिन्न संख्याओं के क्रमागत गृणज ही सीख रहे थे ? 


प्रह्नावली 6.] 


, (पुर्ननिरीक्षण प्रइन) 60 के सभी गुणनखंड लिखिए। 
[याद रखिए कि इनमें | और 60 भी गुणनखंड हूँ।] 
2, (क) | से प्रारम्भ करके दो दो के अंतर पर संख्याएँ गिनिए। आपको किस प्रकार की 
संण्याएँ प्राप्त होती हैं ! 
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. (ख) 0 से प्रारम्भ करके दो दो के अंतर पर संख्याएँ गिनिए। आपको किस प्रकार की 
संख्याएँ प्राप्त होती हैं ? 
दिखिए कि सम संझ्याएँ 2 का गुणज हैं। ] 
(ग) 0 से प्रारम्भ करके चार चार के अंतर पर संख्याएँ गितिए। आपको किस प्रकार 
की संख्थाएँ प्राप्त होती हें ? 
3, रिक्‍त स्थानों को भरिए : 
() 343, 7 का गुणज है। अतः 7,343 का एक ... है। 
(४) 27, 36, 45, 54 और 63 ... के तथा ... के गुणज हैं। 
(7) 76 के सभी गुणनखंड ... हैं। 
4. हम एक कमरे में 30 कुसियाँ इस प्रकार रखना चाहते हैं कि प्रत्येक पंक्ति में कुर्तियों की 
संख्या बराबर हो। क्या ऐसा करने की केवल एक हो विधि है ? हम कितनी पंक्तियाँ बना सकते 


हैं ? 


6.2 अभाज्य और भाज्य संख्याएँ 

3 के गुणनखंड कया हैं? 5 के गुणनखंड क्‍या हैं ? 7 के गुणनखंड क्या हैं? ] के गुणनखंड 
क्या हैं? हम देखते हैं कि इनमें से प्रत्येक संख्या में 7 और स्वयं उस संख्या को छोड़कर इनका अन्य 
कोई गुणनखंड नहीं है। ऐसी संख्याएँ अभाज्य संख्याएँ (#77॥४ ॥४॥25) कहलाती हैं। 43, १7, 
9, 23, इत्यादि अभाज्य संख्याओं के कुछ अन्य उदाहरण हेँ। इस प्रकार, 

यदि किसी संख्या के गुणनखंड केवल और वह संझुया स्वयं हो हों तो वह संख्या, अभाज्य संख्या 
कहलाती है, अन्यथा वह संख्या भाज्य संख्या (८०॥॥/०४४४४ ॥;॥:१० ) कहलाती है । 

4, 6, 8, 9, 0, 2, 74, 5, १6, इत्यादि भाज्य संख्याओं के कुछ उदाहरण हैं । संख्या 
) न तो अभाज्य है और न'ही भाज्य । 

हम देखते हैँ कि 2 सबसे छोठी अभाज्य संख्या है। वास्तव में, केवल 2 ही एक ऐसी अभाज्य 
संख्या है जो कि सम भी है। 

अब क्या हम, उदाहरणाथ, और 00 के मध्य सभी अभाज्य संख्याओं की सूची बना सकते 
हैं? एक यूनानी गणितज्ञ और खगोलशास्त्री (६8#०४०॥४) इरेटोसथीन्स (796705#7008 ) [274 
ई० पृ०--94 ई० १०] ने अभाज्य संख्याओं को छाँटने (बन) की एक बहुत ही सरल विधि 
ज्ञात की। उसकी यह विधि इरेटोसथीन्स की सीव (७:2४ 0 /2६05/7८४८४) कहलाती है, परन्तु 
हम इसे केवल सीव विधि ही कहेंगे। 

हम पहले ! से लेकर 00 तक की संख्याओं को दस दस की 0 पंक्तियों में लिखते हैं। हम ॥ 
को काट देते हैं। (क्यों? ) 

संख्या 2 अभाज्य हैं। इसलिए हम 2 को ऐसा ही रखते हैं तथा 4 से प्रारम्भ करके 2 के सभी 
०४ काट देते हैं। (व्यावह्नरिक तौर पर, हम 4 से प्रारम्भ करके प्रत्येक दूसरी संख्या को काटते 
जाते हैँ । 
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. आगे, संख्या 3 अभाज्य है। इसलिए हम 3 को ऐसा ही रखते हैं तथा 6 से प्रारम्भ करके 3. 
के सभी गणजों को काट देते हें। [पुनः हम यहाँ 6 से प्रारम्भ करके प्रत्येक तीसरी संख्या को काटते 
जाएँगे। हम देखेंगे कि इनमें से कुछ संख्याएँ पहले ही कटी हुई हैं। (क्यों? )] 


इरेटोसथीन्स की सीव 
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अब, 4 के गुणज पहले ही कठ चुके हैं क्योंकि 4, 2 का गुणज भी है। 
आगे, 5 एक अभाज्य संख्या है। इसलिए हम 5 को ऐसा ही रखते हैं और १0 से प्रारम्भ 

करके प्रत्येक पाँचवीं संख्या को काट देते हैं। 

हम अभाज्य संख्याओं को क्रम से ऐसा ही रखते हुए और हर 80९ | को काटते हुए इस क्रिया 
को तब तक जारी रखते हैं जब -तक कि हमारे पास काठने के लिए कोई और संख्या न बचे । . 

हमारे पास काटने के लिए कब कोई संख्या नहीं बचेगी ? हम देखते हैं कि 7 के सभी गुणजों 
को काटने के बाद हमारे पास काटने के लिए कोई संख्या नहीं बचेगी । (क्यों ? ) 

इस प्रकार । से लेकर 00 के मध्य में निम्न अभाज्य संख्याएँ हैं 

9, 3, 5, 7, ], 3, 77, 9, 23, 29, 3, 37, 4, 43, 47, 53, 59, 67, 67, 

7, 73, 79, 83, 89, 97 
इरेटोसथीन्स ने शायद, संख्याओं को काटने के स्थान पर कागज़ में छेद किये थे। इसलिए कागज़ एक 
छलनी (४४८०४) की तरह लगता था। संभवतः इसी कारण से यह विधि सीव विधि कहलाती है। 


ड्4 सणित्त 


हम देखते हैं कि क्रमागत अभाज्य संख्याओं से उनके विषय में कोई प्रतिरूप (#4//&४) 
स्पष्ट नहीं होता। गणितज्ञों ने कई श॒ताब्दियों तक ऐसे घूत्रों को निकालने या खोजमें के प्रयत्त किए 
जिनसे सभी अभाज्य संख्याएँ प्राप्त हो जाएँ। वे इसमें असफल रहे। अभाज्य संख्या ज्ञात करने 
की कंवल एक ही विधि है वह यह कि प्रत्येक संख्या की जाँच की जाए कि, और श्वयं उस संख्या 
को छोड़कर, उसके अन्य कोई गुणनखंड हैं या नहीं। निस्संदेह, अब कम्प्यूटरों (८०७/४४श५) के 
आने से हम बड़ी बड़ी संख्याओं की जाँच करने में समर्थ हो चुके हैं। क्या आप जानते हैँ कि 39 
अंकों की संख्या 

770748346046923736873037588405727 
एक अभाज्य संख्या है? कम्प्यूटर और बड़ी अभाज्य संख्याओं की खोज कर रहा है। 
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7. एक सम संज्या बताइए जो कि अभाज्य भी हो । 

2. क्या कोई भाज्य संख्या विपम हो सकती है? यदि हाँ, तो ऐसी छोटी से छोटी संख्या 
कौन सी है ? 

3, 00 से छोटी अभाज्य संख्याओं की सूची में हम देखते हैँ कि युग्म 3, 5 में अभाज्य संख्यामों 
का अंतर 2 है। इसी प्रकार युग्मों 5, 7 और , 3 में भी अभाज्य संख्याओं का अंतर 2 है। अभाज्य 
संख्याओं के ऐसे युग्मों को: अभाज्य युग्म (४०॥ /7४॥७) कहते हैं। 00 से छोटे सभी अभाज्य 
युर्म लिखिए | 

4, देखिए, हम 6:53--3, 8553+85, 05:3--7 या 5+ 5, 2₹55+-7, इत्यादि 
लिख सकते हैं। हम देखते हैं कि ये सब सभ संख्याएँ हें जिन्हें दो विषम अभाज्य संख्याओं (०६४ 
४४72) के योग के रूप में लिखा गया है। 4, 6, 8, 20, 28, 24, 30 और 56 को दो 
विषम अभाज्य संख्याओं के योग के रूप में लिखिए। [सन्‌ 742 में गोल्डबाक (60/४84०४) 
नामक एक गणितज्ञ ने अपने मित्र को एक पत्र में लिखा कि उसने एक अनुमान (८०४/८॥४४०) या 
(६४४5४) लगाया है। वह इस अनुमान की कोई उपपत्ति (/70०/) नहीं दे सका । गोल्डबाक का 
अनुमान था कि 

4 से बड़ी प्रत्येक सस संख्या को दो विषम अभाज्य संख्याओं के योग के रूप में लिखा जा सकता है। 

उसका मित्र भी इसकी कोई उपपत्ति नहीं दें सका। वास्तव में, अभी तक कोई भी गणितज्ञ 

“ न तो इसकी उपपत्ति दे सका है और न ही कोई ऐसा उदाहरण देकर जिसमें गोल्डबाक का अनुमान सही 
न बेठता हो यह सिद्ध कर सका है कि गोल्दबाक का यह अनुमान असत्य है। गणित -में यह अभी तक 
बिता हल हुई समस्या (४700/0८४ /7०४/#7) है और यह गोल्डबाक कनजैक्चर ( 60/274८/४ 
(०यवं&४४/४) कहलाती है।) 


संब्याओं के गुण 5 


5. निम्न में कौन सी संख्याएँ अभाज्य हैं : 
() 957 (7) 439 (7) 204 नमक दि वि सलीम 
6. ऐसी सात क्रमागत संख्याएँ लिखिए जिनमें से प्रत्येक। |00 से छोटीःएक भाज्प संख्या हो ।।” 


है 
की 


6.3 अभाज्य गृंणनखंडन 
हम गुणन्खंडों और अभाज्यों के विषय में पढ़ चुके हैं। उदाहरणार्थ, 
2-5 3» 4 या 39 22 25-3)2< 2४ 
]58:5 37% 5 
24529 2 या 32८ 8 या 49< 6 या 2» 22 22८ 35525 3८ 3 
हम देखते हैं कि एक संख्या का कई प्रकार से गुणनखंडन (/4८०/४2८४०४) हो सकता है। 
साथ ही हम देखते हैं कि 2 के गुणनखंडन 39८ 2 2 में प्रत्येक गुणनखंड एक अभाज्य संख्या है। 
इसी प्रकार 24 के गुणनखंडन 2» 29८ 29८ 3 में प्रत्येक गुणनखंड एक अभाज्य संख्या है। ऐसे 
गुणनखंडन, अभाज्य गुणनखंडन (#77॥6 [8८०772४४४0४) कहलाते हैं। दूसरे शब्दों में, 
कोई गुणनखंडन, अभाज्य होता है जबकि उसके सभी गुणनर्खड अभाज्य हों । 
हम देखते हैं कि हम किसी भी गुणनखंडन से प्रारम्भ करके अंत में अभाज्य गुणनखंडन पर आ 
सकते हैं। उदाहरणार्थ, 
]2-572९ 65572९ 22८ 22८ 22 2 
या, 27 82८ 745:2 2८ 22८ 22८ 22 7 
या, 275282% 4557» 22 22८ 22९ 2 
हम यह भी देखते हें कि प्रत्येक अभाज्य गुणनखंडन में, 3 208! डों को तो भिन्न प्रकार से व्यवस्थित 
किया जा सकता है परन्तु वास्तव में, अभाज्य गुणनखंडन अद्वितीय (४7४44४) हैं। यह गुण, अर्थात्‌ 
किसी भाज्य संख्या का केवल एक हो अभाज्य गृणनखंडन होता है, अभाज्य गुणनखंडन गुण (2/7#6 
शबल॥रंटढ//0 2॥00४9) या अंकगणित की आधारभूत प्रमेय (ए'ावंद्गाकांद!॥#००७॥ ० 
47४/॥॥/४४८) कहलाती है । . 
(इस गुण की उपपत्ति, इस पुस्तक की सीमा के बाहर है ।) 
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3. निम्न का एक से अधिक प्रकार से गुणनखंडन' कीजिए : 
84, 62, 72 ह 
2. निम्न के अभाज्य गुणनखंडल ज्ञात कीजिए : 
90, 08, 9000, 22], 7325, 872, 395 
जिहाँ संभव ही घातांक संकेतन प्रयोग कीजिए ।] 
3. 3 अंकों की छोटी से छोटी संख्या लिखिए और उसे अभाज्यों के गुणा के रूप में व्यक्त कीजिए । 
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6.4 संख्याओं से विभाज्य होने की जांच रु 

अभी तक यह ज्ञात करने के लिए कि कोई संख्या, उदाहरण के तौर पर, या 3या 5या 9 से 
विभाजित है या नहीं अर्थात्‌ विभाज्य (४४०४४//४) है या नहीं हम केवल यह विधि जानते हैं कि 
संख्या को 2 या 3 या 5 या 9 से विभाजित करें और देखें कि कुछ शेष बचता है या नहीं । 4. 'रन्तु इसमें 
समय अधिक लगता है और यह अनावश्यक भी है। बहुत सी सरल विधियाँ उपलब्ध हैं नदी जिनसे यह 
जाँच (/४४/) की जा सकती है कि कोई संख्या कुछ अन्य संख्याओं से विभाजित है या नहीं । 

6.4.] आइए, उदाहरणार्थ, 0 के गुणज लिखें। ये 0, 0, 20, 30, 40, 50, इत्यादि 
हैं। हम क्या देखते हूँ? प्रत्येक संख्या .0' पर समाप्त होती है। इससे हमें तुरन्त यह जाँच करने 
का नियम प्राप्त हो जाता है कि कोई संख्या 0 से विभाज्य है या नहीं । 

कोई संख्या 0 से विभाज्य होती है जबकि वह "0! पर समाप्त होती हो । 


6.4.2 5 से विभाजन के बारे में आप क्या सोचते हें? आइए, 5 के गुणजों को देखें। ये 
0, 5, 0, 5, 20, 25, 30, 35, इत्यादि हूँ। प्रत्येक संख्या या तो 0 पर या 5 पर समाप्त होती 
है। हम कहते हैं कि . ' 

कोई संख्या 5 से विभाज्य होतो है जबकि वह 0' या 5 पर समाप्त होतो हो ५ 


6. 4-3 निस्संदेह यह बताना बहुत ही सरल है कि कोई संख्या 2 से विभाज्य है था नहीं। इसके 
लिए संख्या को सम होना चाहिए। अब, सम संख्याएँ किस प्रकार की दिखती हैं? ये 0, 2, 4, 6, 
8, 0, 2, 4, 6, 8, 20, 22, 24, 26, 28, 30, इत्यादि हें। क्या अब आप 2 से 
विभाज्यता (#०॥४४४४७) की कोई जाँच बता सकते हैं ? रु ब्णओ 

कोई संख्या 2 से विभाज्य होगी जबकि वह 0 या 2 या 4 या 6 या 8 पर समाप्त होती हो । वास्तव 
में, हूम और भी अच्छा करं सकते हैं ॥ हम केवल यह भी कह सकते हैं कि 

कोई संख्या 2 से विभाज्य होती है जबकि वह किसी सम अंक (८०४४ ८72४४) पर समाप्त होतो हो । 
इससे पहले कि.हम विभाज्यता को अन्य जाँचो पर विचार. करें, हम एक रोचक |ग्रुण . सीखेंगे । 


6.44 संख्याएँ 36 और १08 दोनों ही 2 से विभाजित हो जाती हैँ। इनके योग के बारे 
में आप क्या सोचते हैं! 36-- ]085-5424 जो कि एक सम अंक पर समाप्त होता है। इसलिए 
विभाज्यता की जाँच (4०४88 ८5४) के अनुसार, यह्‌ योग 2 से विभाज्य है। क्‍या इनका 
अंतर भी 2 से विभाज्य है ? | * 

365 और 2625 दोनों ही 5 से विभाज्य हैं। इनके अंतर के बारे में आप क्या सोचते हैं ? 
365-- 262555540। अब 540, 0 पर समाप्त होता है। इसलिए विभाज्यता की जाँच 
के अनुसार 540, 5 से विभाज्य है। क्‍या इनका योग भी 5 से विभाज्य है ? 

वास्तव में यह सरलता से सिद्ध किया जा सकता है कि किसी दी हुई संख्या से विभाज्य संख्याओं 
का योग 'या अंतर भी उस संख्या से विभाज्य होता है। परन्तु इसकी उपपत्ति इस पुस्तक की सीमा 
के बाहर है और इसे बाद में उपयुक्त स्थान पर बताया जाएगा। ॥ 


6,4.5 अब हम 3 और 9 के लिए विभाज्यता के नियम खोजेंगे। आइए उदाहरणार्थ संख्या 
5877 को लें और यह ज्ञात करने का प्रयत्न करें कि यह (४) 3, (४) 9 से विभाज्य है या नहीं। 


संख्याओं के गुण 57 


हम 5877 को प्रसारित संकेतन में लिखते हें, अर्थात्‌ 
58757559 000-- 82९ 00-+-7 2८ 70+ 4 » 
अब, 05 9-- ), इसलिए वितरण गुण के कारण 7% 0577% (9--) 557» 9+7 
इसी प्रकार, 8९ 00558 2 99-- 8 
तथा, 5%८ व0005552८ 999-35 / 
इस प्रकार, 
587ल्‍5 (52 999--:5)+7 (82८ 99-+ 8) + (72 9+7)+7 
अब, 9, 99, 999, इत्यादि में से प्रत्येक 3 और 9 दोनों से विभाज्य है। अतः 587व 
(5) 3 से विभाज्य होगा यदि 5++ 8+- 7+ !, 3 से विभाज्य हो । 
(४) 9 से विभाज्य होगा यदि 5-- 8--7+ 3, 9 से विभाज्य हो। 
8002. 5-- 8+7 + क्या है ? यह दी हुई संख्या के अंकों का योग है । हम कहते हैं कि 
संख्या । 
(४) 3 से विभाज्य होती है यदि उसके अंकों का योग 3 से विभाज्य हो । 
(४) 9 से विभाज्य होती है यदि उसके अंकों का योग 9 से विभाज्य हो । 
हम देखते हैं कि 587, 3 से विभाज्य है परन्तु 9 से नहीं । 
उदाहरण व: ज्ञात कीजिए कि 267525 निम्न से विभाज्य है या नहीं : 
(7) 3 (४) 9 
हल; दी हुई संख्या में अंकों का योग 2-)- 6-+- 7+- 5+- 2+ 555 27 है जो कि 3 और 9 दोनों 
से विभाज्य है। * 
अतः स्वयं संख्या भी 3 और 9 से विभाज्य है । 
6.4,6 अब हम 4 और 8 के लिए विभाज्यता के नियम खोजेंगे। हम जानते हैं कि ] और 
0, 4 से विभाज्य नहीं हें, परन्तु 700, 000, 0000, इत्यादि विभाज्य हैं। अब आइए एक संख्या 
4728 लें। हम लिखते हैं कि 
4728774>< 000--7>» ]00-+- 2» 0-- 8» । | 
चूँकि.000 और 00, 4 से विभाज्य हैँ तथा 0 और 7 विभाज्य नहीं हैं इसलिए स्पष्ट है कि संख्या 
4728, 4 से तब ही विभाज्य होगी जबकि 2»< 0-- 8 *< , 4 से विभाज्य हो । 
परन्तु यह 22८ 70-- 82 क्या है? यह 28 है अर्थात्‌ दी हुई संख्या में अंतिम दो (एकक 
और दस के स्थानों के) अंक हें । 
हम कहते हैं, े 
कोई संरुया 4 से विभाज्य होती है यदि उसके अंतिम दो अंकों से (अंकों के; क्रम में ही) बनी 
संख्या 4 से विभाज्य हो । 
हम देखते हैं कि 4728, 4 से विभाज्य है। 
हम विद्यार्थियों के अभ्यास के लिए यह छोड़ रहे हैं कि वे जाँच करें कि 
कोई संल्या 8 से विभाज्य होतो है यदि उसके अंतिम तीन अंकों से (अंकों के क्रम में हो) 
बनी संख्या 8 से विभाज्य हो । 
उदाहरण 2: क्या 2504, 8 से विभाज्य है? 
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हल : इसके अंतिम तीन अंकों से बनी संख्या 504 है जो कि 8 से विभाज्य है। 
अतः: 2504, 8 से विभाज्य है। 
6.4.7 अंत में हम किसी संख्या की से विभाज्यता पर विचार करते हैं। आइए, उदाहरणार्थ 
देखें कि 29683, १4 से विभाज्य है या नहीं । हम लिखते हैं, 
29683ल्‍ 2» 700000--9% 70000-+- 6: व000+-8% व00-- > 0+ 3» 
हम जानते हैं कि 77, 4 से विभाज्य है, इसलिए हम 
]05--77-- लिखते हैं । 
हम यह भी जानते हैं कि 99, ] से विभाज्य है, इसलिए हम 
005--99--व4 लिखते हैं। 
इन्हीं कारणों से, हम 700057004--, 000079999--7 और 00000+<5- 
0000-व लिखते हें। इस प्रकार 
29683::2(0000।--) +9( 9999--)4+-6(400--8 ) 
++8(99--)+4(77--4) +3» 
स्पष्ट है, 29683, 7 से विभाज्य होगा, यदि 
-- 2-+- 9-- 6+- 8-- +- 3, 4 से विभाज्य हो । 
परन्तु यह-- 2/-9-6-+-8---+-3 क्या है? हम इसे 3--8-+-9--(7+-6--2) लिख 
सकते हैं और देख सकते हें कि यह (एकक स्थान से प्रारम्भ करते हुए) विषम स्थानों के अंकों के योग 
तथा सम स्थानों के अंकों के योग का अंतर है। 
हम देखते हें कि-- 2-- 9-- 6-++ 8-- +-357 है जो कि ] से विभाज्य है । अत: 29683 
7 से विभाज्य है। हम कहते हैं, ह 
कोई संख्या 4 से विभाज्य होती है, बदि उसके (एकक स्थान से प्रारम्भ करते हुए) घिणम स्थानों 
के अंकों के योग तंथा सम स्थानों के अंकों के योग का अंतर से विभाज्य हो । 
उदाहरण 3: क्या 493278, 7] से विभाज्य है ? | 
हल : इसके विषम स्थानों के अंकों का योग 5 8-- 7-+- 3-- 455 22 है। 
इसके सम स्थानों के अंकों का योग --+- 2-- 95- 2 है। 
कि (22-42), 74 से विभाज्य नहीं है। अतः संख्या 49327व8, 4 से विभाज्य 
नहीं है । । 
पाठक को भाहिए कि. वहू|विभिन्न विभाज्यता नियमों की सूची बनाए। इन नियमों की उप- 
पत्तियाँ इस पुस्तक की सीमा के बाहर हैं और इनके विषय में बाद में बताया जाएगा । 


प्रघनावली 6.4 


. बताइए निम्न में से कौन से कथन सत्य हैं: 
(१) यदि कोई संख्या 2 से विभाज्य है तो वह 4 से भी विभाज्य होती है । 
(5) यदि कोई संख्या 4 से विभाज्य है तो वह 2 से भी विभाज्य होती है । 


कु 
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(7/] यदि कोई संख्या 3 से विभाग है तो वह 9 से भी विभाज्य होती है। 
(7) यरदिकोई संख्या 9 से विभाज्य है तो वह 3 से भी विभाज्य होती है । 
2, ऐी उंस्या का एक उदाहरण दीजिए जो कि 
(!] 3 में विभाज्य है परलु 9 पे नहीं | 
(॥) 5 पे विाज्य है परतु 0 पे नहीं। 
$, यदि कोई संख्या 2 और 3 दोनों से विभाज्य हो तो वह 6 मे भी विभाज्य होगी। भव 
में विभाग्य होने के लिए, संख्या को कि्ी सम अंक पर समाप्त होता चाहिए। 3 से विश्ाज्य होते के 
लिए मंकों का योग, 3 से विभाज्य होता चाहिए। हम कहते हूँ कि कोई संस्या 6 से विभाष्य होतो है, 
पदि उसके अंकों का योग 3 से विभाज्य हो तथा वह एक सम अंक पर समाण होती हो। 
जात कीजिए कि कया निम्न संस्याएँ 6 से विभाज्य हूं : 
() 72854 (॥) 40089 
4, जात कीजिए कि निसत में कौन कौन ) 3, 5, $, 0 से विभाज्य हैं: 
ह) 390. |) 8 [४ 80. [९) ४66 
(४) 7000. ४) 7520 एज) 3) | 
$ कया 06030॥ !] से विभाज्य है! .' 
$ कया 98022, [! मे विभाज्य है ! 
7, मिम में से कौन कोन सी संस्याएँ ।। से विभास्य हूँ 
(] 4828] ([7) 87860... [7 489 


विविध प्रधनावती पा 


(एकक ४ और शा पर) 


- 0', 260 0१, (-)% 9, (--)!# और (--)/ के मान ज्ञात कीजिए। 
. 447, 5625 और 024 के वर्गमूल ज्ञात कीजिए । 
. 90 से कमर 2 के सभी गुणज लिखिए । 
, 8025 के अभाज्य गुणनसण्ड ज्ञात कीजिए । 
. पता लगाइए कि निम्न में से कौन सी संख्याएँ अभाज्य हैं : 
42, 323, 45], 35 
6. 00 और 70 के मध्य की अभाज्य संख्याएँ ज्ञात कीजिए । 
7, 89, 305 और 53549 के अभाज्य गुणनखंडन ज्ञात कीजिए । 
8. हम जानते हें कि कोई भी सम संख्या 2 से विभाज्य होती है। _ दूसरे शब्दों में, हम किसी भी 
(पूर्ण) सम संख्या को किसी पूर्ण संख्या के दुगुने के रूप में व्यक्त कर सकते हैं। संकेतों का प्रयोग कर, 
हम लिखते हैं कि 


गा औ+ (0 इए० #++ 


दर्ज 2 7 है 
जबकि ४ सम संख्या को तथा %/ पूर्ण संख्या को व्यक्त करता है। इस प्रकार हम, उदाहरणार्थ 
8०729 4 या 627-29 306 लिख सकते हैं । 
निम्न को उपर्युक्त रूप में लिखिए : 
46, 234, 0, 82 
. 9, 80 किसी विषम संख्या को 2 से विभाजित किया जाता है तो सदेव । शेष रहता है, 
इसलिए हम किसी भी विषम संख्या «४ को निम्न प्रकार लिख सकते हूँ । 
बज्न 20-- | 
जबकि # पूर्ण संख्या है। उदाहरणार्थ, 
]552)2 0+7, 75529» 3-+-7, 98ल्‍52>< 490-- 
निम्न को उपर्युक्त रूप में लिखिए : 
5, 9, 325, 608 
0. ऐसी संख्या जो कि । सहित परल्तु स्वयं को छोड़कर अपने सभी गुणनखंडों के योग 
के बराबर होती है संपूर्ण संख्या (86८ ॥४7४/१) कहलाती है। उदाहरणार्थ 6, एक संपूर्ण 
संख्या है क्योंकि 65-72--3। 40 से छोटी एक और संपूर्ण संख्या है। उसे ज्ञात कीजिए । 
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१4. बिदुंकित प्रतिरूप (८४ #०४/४४) में संख्या 4 को दो दो बिंदुओं की 2 पंक्तियों 

में, 9 को तीन तीन बिंदुओं को 3 पंक्तियों में, 6 को चार चार बिंदुओं की 4 पंक्तियों में लिखा जा 

सकता है। (देखिये आकृति 6.) ऐसी संख्याएँ वर्ग संख्याएँ (5५४८/४ 7४:79०5) कहलाती हैं। 


॥ 4 9 १6 
आकृति 6.: वर्ग संख्याएँ 


(क्या आप इन संख्याओं का दूसरा नाम बता सकते हैं ? ) 
अगली दो वर्ग संख्याओं के बिदुंकित प्रतिरूप बनाइए । 
32, (क) जाँच कीजिए कि (22 3» 42८ 5)+-7 एक पूर्ण वर्ग है। 
(ख) जाँच कीजिए कि (8८92 02८ ) +-7 एक पूर्ण वर्ग है। 
(ग) कोई चार क्रमागत धनपूर्णाक लीजिए। . इनको परस्पर गुणा करके, गुणनफल में 
। जोडिए। जाँच कीजिए कि परिणामी संख्या एक पूर्ण वर्ग है। / 
3, प्राचीत श्रीस (४८८८८) देश में पाइथागोरस (20)॥/6४०४४७) नाम का एक गणितज्ञ 
था। उसके जन्म की तारीख और स्थान दोनों ही अज्ञात हें। परन्तु ऐसा अनुमान किया जाता है 
कि लगभग 580 और 568 ई० पू० के बीच में उसका जन्म हुआ था। उसने गणित का एक गुप्त 
स्कूल स्थापित किया और गणित में बहुत कुछ योगदान दिया। इस स्कूल के सदस्य पाइथागोरियन्स 
(29॥68०४४८७) कहे जाते हैं। पराइथायोरियन्स ने संख्याओं ।, +-2753, -+-2--3576, 
-- 2-- 3-+- 45० 0, +- 2-+- 3-- 4+-555, इत्यादि को त्रिभुजाकार संख्याएंँ (#एद४८7 


॥४॥॥४४५) कहा। इन संख्याओं को त्रिभुजाकार, बिंदुंकित प्रतिरुपों (#एकाइुधांदा 40 #6/##75) 
में 'आक्ृति 6.2 की तरह दिखाया जा सकता है। ! 


छ 6 
ह। छ छ ३ 6 फ 
७ जा छ छ | छ ७ 
॥+2ऋ53 4-+-24-356 4+2+3+45-40 


आकृति 6.2: तिभुजाकार संख्याएँ 


अगली चार त्रिभुजाकार संख्याएँ लिखिए और उनके बिंदुंकित प्रत्रूप बनाइए ! 
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4, यदि किन्‍्हीं दो आसन्न त्िभुजाकार संख्याओं को जोड़ें तो हमें एक वर्ग संख्या 83208 है। 
उदाहरणार्थ, 4- 355 45522, 3-|- 65595 3", 6--05765-4# इत्यादि। (देखिये आकृति 


6.3) 
22 हा हक 
८ मा 


4+8०:4«-०2 3-+-65-9०-3* 6-+-0556 «4 
आकृति 6.3 
(+) चोथी और पाँचवीं त्रिभुजाकार संख्याओं का क्‍या योग है ? 


(४) पाँचवीं और छठी विभुजाकार संख्याओं का क्या योग है ? 
(४) क्‍या आप सत्ताइसवीं और अट्ठाइसवीं त्रिभुजाकार संख्याओं का योग बता सकते हैं ? 


एकक शा 


पृर्णांकीय शुणांकों के बीजीय «्यंजक 


हम संख्याओं को निरूपित करने के लिए अक्षरों (/४॥७5) का प्रयोग पहले ही, उदाहरणार्थ, पूर्ण 
संख्याओं या पूर्णाकों पर संक्रियाओं के गुणों को व्यक्त करते समय, कर चुके हैं। अब, हम इस एकक में 
एक क्रमबद्ध रूप में अंकगणित (६77॥॥72४०) से बीजगणित (४2206) की ओर गमन' करेंगे। 
हम यह सीलेंगे कि इन अक्षर-संख्याओं के जोड़ने, घटाने ओर गुणा करने में इनका किस प्रकार प्रयोग किया 
जाता है। 


7. अंकगणित से बीजगणित । 

एक महान जर्मन गणितज्ञ फलिक्स क्लीन (#धएछ ब्ड [849-925] ने एक बार 
कहा था, ' वास्तविक गणित अक्षरों पर संक्रियाओं से, प्रारम्भ होती है।' हम इस पुस्तक और अपनी 
पिछली कक्षाओं में अक्षरों (/४॥/४5) का संख्याओं को व्यक्त करने में पहले ही प्रयोग कर चुके हैं। क्‍या 
आपको याद है कि, उदाहरणार्थ, किसी आयत के क्षेत्रफल का सूत्र लिखने के लिए हमने अक्षरों जैसे 4, | ४ 
का प्रयोग किया था और लिखा था कि 45-)८० ? इस सूत्र में 4, आयत के क्षेत्रफल [के मात्रकों 
(४४75) की संख्या], / लम्बाई (के भात्रकों की संख्या) तथा 20, चौड़ाई (के मात्रकों की संख्या) 
व्यक्त करते हैं। इन अक्षरों के प्रवेश से हम और अधिक व्यापक पदों में विचार कर सकते हैं। 

4554)< ४से हम किसी भी आयत का क्षेत्रफल निकाल सकते हैं। उदाहरणार्थ, किसी आयत के-लिए 
जिसमें /, मान लीजिए, 2 सेमी और :०, मान लीजिए, 8 सेमी है, हम /:/ ८४ में / और ४ के भाग 
रखकर उसका क्षेत्रफल ज्ञात करते हैं। अक्षर 4, / और ४ केवल संख्याएँ व्यक्त करते हैं। यह 
व्यापक पदों में विचार करने में समर्थ होने के लिए संख्याएँ निरूपित करने में अक्षरों का प्रयोग, 
अंकगणित से बीजगणित की ओर गमन (#6/577०॥) है। 

, हम, प्रत्यक्ष कारणों से, इन अंक्षरों को अक्षर संख्याएं (//2/४/ 76/॥865) फहेंगे। चूंकि मे 
संख्याएँ निरूपित करते हैँ अतः स्पष्ट है कि इनफो संख्याओं के योग, व्यवकलत, गुणन और विभाजन के 
सभी नियमों (और चिन्हों) तथा साथ ही इन संक्रियाओं के सभी गुणों का पालन करना चाहिए। 

कोई संख्या या आधारभूत संक्रियाओं ([+#४८॥४४८/ 0#४४॥०४) के प्रयोग से बनो संख्याओं 
का कोई समूह या संयोग (८॥॥87॥4/0/) बीजीय व्यंजक (८/2८87८77 ८४//४:7०/) कहलाता है। 
>--$%/ 4न-#--४ 404-447- 40-- 48, 23, 99, 50 /८/ इत्यादि बीजीय व्यंजकों के कुछ 
उदाहरण हूँ। जब व्यंजक में -+-, “-- के दो या दो से अधिक चिन्ह,आते हैं तो वह कई भागों में पृथक 
हो जाता है। . अपने चिन्ह सहित प्रत्येक भाग व्यंजक का एक पद ((॥॥४) कहलाता है। प्रायः व्यूज़क 
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के पहले पद के धन चिन्ह को छोड़ दिया जाता है अर्थात्‌ उसका धन चिन्ह लिखा नहीं जाता । » और 
-- 3४ व्यंजक )--3& के पद हैं; ८, 8 और--८ व्यंजक ८--#--४ के पद हैँ । 
! जब किसी व्यंजक में एक ही पद हो तो वह एकपदी (%०४०॥४८/) कहलाता है। 23, 9, 56, 
/६७॥ 42, इत्यादि एकपदियों के उदाहरण हैँ। वह व्यंजक जिसमें दो पद हों द्विपद* (#/#0पद) 
कहलाता है। 9-3, 23--2, »-- 2७ इत्यादि द्विपदों के कुछ उदाहरण हैं। त्रिपद (##०ऋर्वा) 
क्या होता है ? क्‍या आप बता सकते हैं? त्रिपदों के कुछ उदाहरण दीजिए। 

किसी पद, उदाहरणार्थ 8:2, में 8, » और » इस पद के गुणनखंड कहलाते हैं। « और » 
अक्षर गुणनखंड (6060 /8००5) हें;-8 एक संख्यात्मक गुणनखंड (#&॥7४2266 [धि&०7) है । 
इनमें से कोई भी एक गुणनखंड शेष गुणनखंडों के गुणनफल का गुणांक (८०९/१८४७४४) कहलाता है। इस 
प्रकार, पद 859 में 9,  8£ का गुणांक है, पद -- 497 में --0, 4/ का गुणांक है, पद 8/2 में, 8, 5? 
का गुणांक है। हम, कभी कभी, संख्यात्मक गुणनखंड को पद का गुणांक (००शटिधर्श शा ॥॥8 /0॥४) 
भी कहते हैं। इस प्रकार ।8 को पद 8:29 का गुणांक भी कहा जा सकता है। जब किसी पद का 
(सा गे या -] होता है तो प्राय: (' लिखा नहीं जाता । उदाहरणार्थ हम % को ४ तथा -- % 

--* लिखते हैं। 

जब किन्हीं पदों में अक्षर गुणनखंड एक से हों तो वे समान पद (/#6 ४0४७) कहलाते हैं, अन्यथा 
वे अससान पद (४४66 /#7) कहलाते हैं। उदाहरणार्थ, व्यंजक 289-- 34-- 79-4४ में 
229 और 799 समान पद हैं, --3:और 4६ समान पद हैं। परन्तु व्यंजक ८--8--४ या 9-- 32 
गा 400-- 467- 45-+- 45 में सभी पद, असमान पद हूं । 
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१, बताइए कि निम्न में से कौन एकपदी हूँ, कौन द्विपद हैँ तथा कौन लिपद हैं । अन्य के नामों के 


लिए सुझाव दीजिए। 
(नीचे की टिप्पणों देखिए) 
ह) 4४-३9 (7) #8 
(४) 46१4-- 447१--१ (7) 34686 
(९) #न॑>न+- ८-+-० (श) 7-#+39 


(शंस) 5४--25४--< का 
+'द्वि,! “2! व्यक्त करता है, अतः ट्विपद का अर्थ है दो संख्याएं।. 'त्रि', 3* व्यक्त करता है, अतः जिपद का अर्थ 
है तीन संख्याएं।, एक्षदी का अर्थ हे एक संख्या । 
टिप्पणी: हम संख्याओं के वर्ग, घत और बड़ी घातों के संकेतन से पहले से ही परिचित हैं। चूँकि ये अक्षर भी 
हा व्यक्त करते है, इसलिए इसी संकेतन को इत अक्षर संख्याओं के लिए भी सुविधाजनक रूप से प्रयोग किया जा 
सकता है। * 

अतः #लू४ ३८७, & 5४2९४ ०९७, इत्यादि । 
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2, निम्न में से कौन कौन समान पद हैं : 
() %- 74 (7) 775, 779 (') 499,--239 . [ए) 546,-- 46 
3. निम्न में से प्रत्येक व्यंजक में » का गुणांक लिखिए : 
“30, 4#- 39, 79, १४, 729८2 


7, 2 बीजीय व्यंजकों का योग और व्यवकलन 
अब हम यह जानते हैं कि किसी व्यंजक में समाव और असमान पद हो सकते हैं। अतः बीजीय 
व्यंजकों को जोड़ने (या घटाने) के लिए हमें समान पद संग्रहित (८०४/८८४) करके उन्हें जोड़ (या घटा) 
देना चाहिए। अब हम समान पदों को किस प्रकार जोड़ते (या घटाते) हैं? उदाहरण के तौर 
पर 3» और 7४ को लीजिए। मान लीजिए हम 3४-- 7४ ज्ञात करना चाहते हैं। क्या हम इसे 
3४-+- 7255 ( 3+- 7)» नहीं लिख सकते ? हाँ ! क्‍यों ? क्या आपको याद है कि वितरण गुण क्या है ? 
अंत:, .3४-- 785 ( 3-+- 7) 25- 02 
इसी प्रकार, 8%7- 3:29-+- 60955 (8-- 3-+- 6) ४75८ 2% 
अतः समान पदों को जोड़ने या घटाने का क्या नियम है ? 
कई समान पदों का योग (या अंतर), एक अन्य समान पद होता है जिसका गुणांक इन समान 
पदों के योग (या अंतर) के बराबर होता है। 
उदाहरण : 3/9,-- 286 तथा--7/9 को जोड़िए। 
हल: इनका योग, एक अन्य समान पद होगा जिसका गुणांक 3--2--5---40 है। . 
इस प्रकार, 
3/4-- 224-- 4 /4 २-० ]0/4 
वैकल्पिक विधि : थदि हम उपर्युक्त नियम याद नहीं रखना चाहते तो हम वितरण गुण का प्रयोग 
करके लिख सकते हैं कि 
30(- 284-- 7 /455 ( 3-- 2--4 )/9 55-- 0/4 
उदाहरण 2: 860* में से 2468” घटाइए । 
हल : 820/-- 2468? -- ( 8-- 24) ४6१ ---- | 64208 
उदाहरण 3: समान पद संग्रहित कीजिए और व्यंजक 
ना 7& न 3४+-%8-- 8-- 52+- 9:४-- 4 को सरल कीजिए । 
हल : हम पुनरव्यंवस्थित करके समान पदों को संग्रहित करते हैं। इससे हमें निम्न प्राप्त होता है : 
“- 7%#+-% -- 9४0 -- 3४-- 85४-- 8-- 4 
नम (“7 -- 9) #-+- ( 3-- 5) #--2 
स| 3:00 «० 28४-- 2 
उदाहरण 4: व्यंजकों 3४-- 49-52, 9-28 7%- 89 और 4४--99-- 52 को जोड़िए। 
हल : इन व्यंजकों को जोड़ने के लिए हमें इनके समान पदों को जोड़ने की आवश्यकता है । सुविधा 
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की दृष्टि से हम इन व्यंजकों को इस प्रकार लिखेंगे कि इनके समान पद एक स्तंभ* (४०/॥॥%) में हों 
जैसा कि नीचे दिखाया गया है: 
ऊन 47-8८ 
28 न 50 
प४-- 89 
4६-- 97-- 52 
62४--8)--0८ 
उदाहरण 5: 599+ 69८-- 78 में से 92- $92-- 92४ को घठाइए। 
हल; 520-- 6८2+- 7&/-- ( 4289- 59८- 92४) 
स्थ| 580-99-+- 0८-- [८ 992) + 7%४-- (-- 92%) 
न्ू (5--2) 99--[6-- (“7 5)]9८+[7-(-- १) ] ८४ 
स्+3200-+- [92-+ 6&/ 
[आपको याद होगा कि एक ऋणात्मक संख्या का ऋणात्मक, धनात्मक होता है, इसलिए 
[6-- (“- 5) 5:6+-5 अर्थात्‌ 5 होगा, इत्यादि । किसी धनात्मक संख्या का ऋणात्मक क्या होता 
है? अतः क्या हम यह नहीं कह सकते कि एक व्यंजक में से दूसरे को घटाने के लिए हम उस व्यंजक 
के, जो कि घटाया जाता है, प्रत्येक पद का चिन्ह बदलें (--' से '--' या -' से -|-) और फिर दोनों 
व्यंजकों को जोड़ लें? हम उदाहरण 4 ही की तरह समान पदों को एक स्तंभ में रख लेंगे। उस व्यंजक 
के,जो कि घटाया जाता है प्रत्येक पद के चिन्ह परिवर्तेत को मूल (०२४४४!) चिन्ह के नीचे लिखकर 
वर्शाया जाता है।] 
अब हम इस विधि से 5.0-- 692८+- 72४ में से 22/-- 592-- 92४ को घढातें हैं। 
59-न- 0७८नी 76४ 
99- छट८- १७ 
+४ अत हि 
३92-+ ][92--7 62४ 
उदाहरण 6: 3/--8&४-- ], -- 2४१+- 28 और -- 4#2-- 7 के योग में से ४१--४-- 
को घटाइए। 
हल: हम व्यंजकों को इस प्रकार लिखते हैं कि इनके समान पद एक कम स्तंभ में रहें। निस्‍्संदेह, , 
हम अंतिम व्यंजक के प्रत्येक पद का चिन्ह बदल कर लिखेंगे | बयां / अब हमें निम्न प्राप्त होता है : 
३औ-- ह&-774 
-य 28 नै | 2४ 
-40 न-7 
#-- #ना ॥ई 
का प्र छ 
“०42 -- 52--29 


.. इसके लिए व्यंजकों में पदों के क्रम को, यवि आवश्यक हो तो, बदला जा सकता है जेसा कि उपयुक्त उदाहरण 
4 में दूसरे व्यंजक में किया गया है। । !' 
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प्रन्‍्नावली 7.2. 
. जोड़िए : 
(7) 709, -- 389, 4%&279 
(7) 9, -- 25, -- 393, 497 


(7#) --886, ]3686, 568८ 
2. घटाकर सरल कीजिए 
(४) ३४--9# (४) --240-- 646 
(४7) 23472-- 76४8 
3, प्रत्येक व्यंजक को समान पद संग्रहित करके सरल कीजिए : 
(0) -#-+-4४&7--0:2 -- | %&? 
(0) 28--78--38 
(00) 3४7--9--7--6४४--89-]-+29 
(९) 20--7०--88--98--36--6 
(ए) 40॥7 -- 90-- 778-- 307--57%8--0 


() 3४--49--52, 6४-- 79, ]29--72-9% 
(7) ४१9--3४--४, --9४१9--3४--4 
(7) 3%&४--7%%, 08१--8:0, --0/४४१, 4%&7-- 3५५ 
(ए) 758--]9--386--7, 8-- ]26-- 79 --36 
5, घटाइए 
() /७--24१-- 88 --६6४ में से 3606--6१ -- 85 
(8) -१४--4४४--59 में से #१--3५9--29 
(#7) 3970--3%॥8-- 0 में से --॥४१-- 3#8 
6, 34- 5/-+- 36 और 26-- 48-- 56 के योग में से 486--/-८-- 3 को घटाइए। 
7, 2४-- 3.9 प्राप्त करने के लिए &४-|-४9+-9* में क्या जोड़ना चाहिए? 
8, 7%-69-+- 76 प्राप्त करते के लिए -- ३४-- 5/-- 86 में से क्या घटाना चाहिए ? 
9. 2४-- 39,-%१--५०9-+-9 और ४)-+- 29" के योग में से 3४-9४ और --»४--७७-+-३४ 
का योग घटाइए। 
0, 60-- 7॥-- 58, -- 40-- 6/-- 9 और 5%-- 4४-+- 38 के योग में से ] 30--  8-|- 9/ 
और -- 7/-- 3४-- 50 का' योग घटाइए। 


7.3 ससूहन संकेतों का प्रयोग 


बहुधा, यह्‌ आवश्यक हो जाता है कि दो या दो से अधिक पदों वाले व्यंजक को एक संख्या ही माना 
जाए। उदाहरणार्थ 2४ को व्यंजक 3४-59 से गुणा करने के लिए हमें व्यंजक 3४-- 59 को एक ही 
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संख्या मानना चाहिए। ऐसे व्यंजकों को अलग दर्शाते के लिए समूहन संकेतों (7००७४ 5902/०/४) 
(( 0), [ ]और (  )* का प्रयोग किया जाता है। इन संकेतों को क्रम से छोटा 
कोष्ठक, बड़ा कोष्ठक और मंझला कोष्ठक कहते हैं। अतः इनमें से किसी भी कीष्ठक में व्यंजक 
3४-- 89 को रखकर तथा 20% (3४--59) या केवल 2४(3४--59) लिखकर हम 2४ और 
3४- 9) का गुणन दर्शा सकते हैं। ह 

इस प्रकार, व्यंजकों पर (बीजीय) संक्रियाएँ करते ए प हमें समूहन संकेतों को लगाने या हटाने 
की आवश्यकता पड़ेगी। 

उदाहरणार्थ, अंतर (30-- 2४-- 7) -- ( 2#7-- 4#-- 3) को ज्ञात करने के लिए, हम प्रत्येक 
व्यंजक में से पहले छोटे कोष्ठक हटाएंगे। पहले व्यंजक के कोष्ठक से पहले कौनसा चिन्ह है? धन 
चिन्ह । अतः हम कोष्ठक हटा देते. और पहले व्यंजक को बिना कुछ परिवर्तन किए लिख देते है। 
दूसरे व्यंजक के कोष्ठक के पहले कक्षा चिन्ह है? ऋण चिन्ह। निस्‍्संदेह, इसका अर्थ है कि हमें दूसरे 
व्यंजक को पहले व्यंजक में से घटान। है। अतः हम कोष्ठक हटाकर दूसरे व्यंजक के प्रत्येक पद का चिन्ह 
परिवर्तित कर देते हें। इस प्रकार हमें निम्न प्राप्त होता है: 

( 3७- 2४+- 7) -+ ( 208-- 4४-- 3) २ 3७ -- &न॑- 7-- 29 +- 4#-+- 3 
स्|का न 22 0 
अत: हम देखते हैं कि 

(7) यदि किसी समूहन संकेत के पहले “--' चिन्ह लगा हो, तो इस संकेत को बिना पदों के 
चिन्ह में कोई परिवर्तन किए हटाया जा सकता है ; | 

(2) यदि किसी समूहन संकेत के पहले “--/ चिन्ह लगा हो, तो प्रत्येक पद का चिन्ह परिवर्तित 
करके इस संकेत को हटाया जा सकता है ; 

(3) यवि किसी व्यंजक में एक से अधिक समहन संकेत हों, तो हम सबसे अंदर वाले संकेत को 
पहले हटाते हैं और यदि कोई समान पद हों तो उन्हें संग्रहित करके जोड़तें हैं। हम यह प्रक्रिया बाहर की 
ओर तब तक जारी रखते हैँ जब तक कि सब सम्‌ हन संकेत न हट जाएं। 

उदाहरण : 64-(77--८) को सरल कीजिए । 

हल; हम नियम 2 का प्रयोग करते हैं और इस प्रकार हमे 62--70--४ प्राप्त होता है। 

उदाहरण 2: [20-3४-- (7#-+ &-- 2) )] को सरल कीजिए। 

हल : हम सबसे अंदर वाले संकेत से बाहर की ओर चलते हैं। इस प्रकार 

[2-५ 3४- ( 7४/+- 4४- 2) ).] 5 2४१-- ६ 3४-- 7४#४-- 4&-- 2) ] 
नत[28--(--&-- 7 +- 2)] 
सम [20१ -- ४-|- 7:४2-- 2] 
प्स0% -- ४--2 

अब देखें कि हम व्यंजकों में समूहन संकेत किस प्रकार लगाते हैं? इसके लिए उपर्युक्त नियमों 
(4) और (2) जैसे नियमों का ही प्रयोग किया जाता है। यदि कोई ऐसा समूहन संकेत लगाना 
हो जिसके पहले '।-' चिन्ह हो तो हम व्यंजक में केवल वह संकेत लगा देते हें। इस स्थिति में हम 
व्यंजक के पढों के चिन्हों में कोई परिवर्तेन नहीं करते। परन्तु, यवि कोई ऐसा समूहन संकेत लगाना हो 
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जिसके पहले '--' चिन्ह हो तो हम व्यंजक के प्रत्येक पद का चिन्ह परिवर्तित कर देते हैं और व्यंजक में 
/...” चिन्ह वाला संकेत लगा देते हें। 
उदाहरण 3: व्यंजक 34-48-- 26 में ऐसा समूहन संकेत लगाइए जिसके पहले “--! चिन्ह 
लगा हो । 
हल : हम तीनों कोष्ठकों में से किसी भी कोष्ठक का प्रयोग कर सकते हेँ। आइए बड़े 
कोष्ठक का प्रयोग करें। हमें निम्न प्राप्त होता है। 
36-- 40 -- 26-7-- [-- 36-+- 4#-- 26] 
उदाहरण 4: व्यंजक --८/-- 8४--6#- 36+- 8४ के अंतिम दो पदों को कोष्ठक में रखिए 
जिसके पहले ऋण चिन्ह लगा हो। 
हल : हम देखते हैं कि 
--६१-- 86-- 69-- 3८-- 84-7--८०१-- 86-- 6#-- ( 3८-- 86) 
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3, सरल कीजिए : 
3) (2४-- 39) - (»+%]) 
(व! (-- ४-+- पर न+ ( 5/-- %2) 
(४) (38-58) -- (-- 6&-- 2 ) 
(70) (#*-+- 3४-- 2) -- ( 4४-- 2४7-- 2) 
(५) #+ (#--०- 3) ++ [ 2४+:9- 4) 
(शछे) ४--[/--( #४-- 2) +-%/| 
(शी) -४+[- (%४-+- 9) + (४-7 4) ] 
(पता) (%४- 4/-+- 3४) -+ /- (४१-७9) -- 9+- 4] 
(४) [4-- 26-- 50-- (७-8) + 3]-- ( 55-+- 4#-- 3४) 
(2) +ई$#--४१--[3४१-- (-- 28--%) -- 3४४ +- 7) 
(5) 6408-(-- (268 -- 46) +-[39-- (८१-०४) +-7०8]) 
(आ) “६ ३%- $-[- 97-- 6+ %+ ( 9-- &४-- 3) 8 + %-- $) 
क निम्न में से प्रत्येक व्यंजक के अंतिम दो पदों को कोष्ठक में रखिए जिसके पहले '--! चिन्ह 
लगा हो । 
(3) %-+-७८--49- 8 
(0) 2४8--49-- 32--9 
(ए) ४--#-- 4४- 5 
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7.4 बीजीय व्यंजकों का गुणन 
7.4.] आइए पहले दो या अधिक एकपदियों को गुणा करें। उदाहरणा्थ, मान लीजिए ये 
2४, --$ और 4८ हैं। चूँकि अक्षर संख्याएँ, संख्याएँ व्यक्त करती हैं अत: यह सरलता से देखा जा 
सकता है कि (22) (-- 9) (42) 22४ 2< (7-३) (9२८ 42८ £ । 
न्‍ः23 (--3) 2८ 49८४ 2९9८ ८ (क्यों? ) 
ज्ः-- 24592 
अतः हम देखते हैँ कि दो या अधिक एकपदियों का गुणनफल उनके गुणांकों के गुणनफल का 
भक्षर गुणनखंडों के साथ गुणनफल है। 
उदाहरण : 72%, --8, 3४9 और &» को गुणा कीजिए। 
हल : नियम का प्रयोग करने पर, हमें निम्न गुणनफल प्राप्त होता है: 
22< (--8) 2८ 32९ 42८ ४2८ ४४ २९9 2९9१ 
स्म+ ]529< 29९ ४8 2८ 9 ९9१ 
++--4 52% (तीचे टिप्पणी देखिए) 


7.4.2 अब आइए एक ह्विपद और एकपदी का गुणा करें। उदाहरणा्थ, हम 2८ और 
48-- 3 लेते हैं। का, 
हम गुणत का वितरण गुण प्रयोग कर सकते हैं। इस प्रकार हम खिखते हैं कि 
26( 46-- 36) 5८ ( 26) ( 48) + ( 26) (36) 
ब्+ईू 340 -- 646 
उदाहरण 2: (-- 3४9) और (४--4/) का गुणा कीजिए। 
हल: “3009 (#-+-%”) 
सन 3%9४- 2009) ---- 3४५9-- 2४098 
हम एकपदी और त्रिपद का किस प्रकार गुणा करेंगे? आइए निम्न उदाहरण लें। 
उदाहरण 3: 2४ और (--4७-+- ५49१-29) का गृणनफल ज्ञात कीजिए । 
हल: 2४/(-- $#/--4)7-%) 5८2४ (- 47) + 2४ (4) -- 2५0 (५9) 
वा“ 8%&/-- 8090-- 220 
के हा आप वह नियम बता सकते हैं जिसका हमने एकपदी और त्रिपद का गुणा करने में प्रयोग 
या है 


... . 7.43 अंत में, आइए वो द्विपदों को गुणा करें। उदाहरणाय्थ, हम (3४--28) और (5०-- 48) 
लेते हैं। यहाँ हमें गुणत के वितरण गुण का दो बार प्रयोग करना पड़ेगा । (56-48) को एक संख्या 
मानिए (आपको याद होगा कि समूहन संकेतों के प्रयोग से ऐसा हम कर सकते हैं) और तब, 
(34-- 20) ( 54-- 46) 55 34 ( 58-- 46 ) -- 26 ( 88-+ 486 
> 220 0 ०7७) 
मू+]54/-- ] 220-- 040-- 899 
नम ] 54-- 22460-- 898 


टिप्पणी : ४)<2#>०७)८ ४ 2८४7> इसी प्रकार, >0८#४-८)४ 
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इस प्रकार हम देखते हैं कि दो द्विपदों का गुणा करने के लिए हम एक द्विपद के पदों को कम से 
दूसरे द्विपद के पदों से गुणा करते हें। और फिर इस परिणाम को जोड़ते (या घटाते ) हैं। 
उदाहरण 4: (४-0) और (४--9) का गुणनफल ज्ञात कीजिए । 
हल : हम, प्रत्यक्ष कारणों से, इस गुणनफल को (»--9)* लिखते हैं । 
तब, 
(अं) (रन) +० (४-+>) 
सू|&- 2209-07 
अतः, (&--9)”-5४१-- 220 -+-9* 
दूसरे शब्दों में, किसी द्विपद का वर्ग पहले पद के वर्ग, दूसरे पद के वर्ग तथा दोनों पदों के गुणा के दुगुने 
के योग के बराबर होता है। 
(४-2 )* कितना है? डाब्दों में, (४-9) और (»-.9) के गुणा करने को एक नियम 
बताइए । 
उदाहरण 5: (3»-+-%)* ज्ञात कीजिए । 
हल : नियम का प्रयोग कर हम लिख सकते हैं कि 
(%+-2%) 5 (30)*+ (9)*+-2( 3५) (%) 
२२9४१ -- 49“ -- 4 229 
उदाहरण 6: (4- 3/१)* ज्ञात कीजिए। 
हल: हम देखते हें कि 
(८-- ३४) १८० [०+- (-- 39 ) |१ 
+(०)*+ (- #+2(०) (-&') 
नै -- 904 --- 6608 


प्रडनावली 7,4 


3, युणा कीजिए : 
(0) #(#) 
(#) #(#) 
(॥) ४१8 (४९) 
(7ए 44 
(४) 73(- 4७१ 
(४) (--88) (48%) 

(जा (38) (20०) 

(४) (--३%४४) (20?) (--%९) 
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(४) (-34%४*) (-- 6205) (6९% ' 
(5) (--268%८) (3229८) (--4682८?) (560८7) 
2, निम्न गुणनफल ज्ञात कीजिए : 
(१) --7#( 2४-29) 
(7) ८8 (८१-36) 
(४) --#( 24१--४४ ) 
(५) -:8%59 ( 4:--१*) 
(९) 7%(%9-+-2%४-- 359) 
(४) 20 (८१-- 209-- 59% ) 
(णां। --4#/॥( 30-- 670-- 3) 
(शा) -- ७४ ( 28--&१-- 5-- 25) 
3, निम्न गुणन कीजिए : 
(४) (38-29) (०-5) 
(2) (%-- ७४) ($४--४) 
(0) (46-- 30) ( 36+- 46 
(7५) (2४/--3)* 
(४) (2४/-3)* 
(४) (#+7) (#+2) 
4, भिम्न व्यंजकों को सरल कीजिए : 
() 2%( 8594-2८) -- 3७(--०+- 2८) 
(४) 26( 36 -+- 70 ) -+ 667-- 460 
(४) (४-।-१)१-- 266 
(४) (८--)/- (७--४)* 
(४) (#+3) (3#+2)-(%/+-99-- 3) 
(ए) ४-४ (४-- ) --४(#-- ) 
(आ॥ (०+/)१-४ 
(सप्) (4+४)-४ 
(४) (4--26)7!+-० (८५-४१) --४ (6--9) -- «४ 


7.5 व्यंजक का सान निकालना 


इस एकक में कई स्थानों पर हमते कहा है कि अक्षर-संख्याएँ, संख्याएँ निरूपित करती है। अतः 
यदि कोई ब्यंजक 2/-- 28 दिया हो तथा हमें / और 8 ज्ञात हों, तो हम 27--28 का (संख्यात्मक) 
मान निकाल सकते हैं। थ्रदि उपर्यक्त उदाहरण में ॥ 0 हो तथा 8, 6 हो तो व्यंजक का मानो 
2(0)+2(6) अर्थात 32 होगा। अक्षरों के स्थान पर उनके मान रखना प्रतिस्थापन 


(5४9४४7४/०४) कहलाता है। 


पृर्णाकीय शुणांकों के बीजोय व्यंजक 93 


उदाहुरण ॥: यदि )-- 2 हो, तो 2/--39*--»-3 का मान ज्ञात कीजिए । 
हल : हम व्यंजक में /->-» भ्रतिस्थापित करते हैं जिससे हमें निम्न प्राप्त होता है : 
2-9 -आ(>शक(-शऔै-7 
न्‍्ू2(-72) (72) (-:8) -- 3( 4) - 2-- 
स्त- ]6--29-- 2-3 
स्ल्न-+37 


प्रदनावली 7.5 


, थदि &75, 95-52 तथा ८5-१४ हो,तो निम्न व्यंजकों के मान ज्ञात कीजिए : 


(3) ४-2 (४) &--&! 
(7) #न॑>४€-+2 (7ए) 20४- ३४४+ ८ 
(९) #/-&/-+-# (एप) 4&४१+- 2) 


(४४) (४+४)*- 9 (शंत्र) (४-७४) ($- 2८) 


एकक भरता 


समीकरणों का परिचय 


इस एकक में हम देखेंगे कि कुछ ऐसी समस्याओं को, जिनमें ज्ञात और अज्ञात संख्याओं के परस्पर संबंध 
निहित हों, समीकरण के पदों में दुबारा व्यक्त करने में हम किस प्रकार अक्षर संख्याओं का प्रयोग कर 
सकते हैँ। समीकरण की एक तुला (8८/४॥८४) से तुलना की गई है। समीकरणों को हल करने के 
मियम निकालने के लिए तुला का प्रोत्साहन (॥४०४74/0/४) के रूप में प्रयोग किया गया है। 


8. अज्ञात राशियाँ व्यक्त करने में अक्षरों का प्रयोग 

हम संख्याएँ व्यक्त करने में अक्षरों का प्रयोग पहले ही कर चुके हैं। यहाँ हम इनका कुछ भिन्न 
संदर्भ में प्रयोग करेंगे। आइए निम्न उदाहरण को देखें । 

'उदाहरण : एक दी हुईं संख्या और उसके दुगुने का योग 62 है। वह संख्या क्‍या है? 

यहाँ दी हुई संख्या अज्ञात है। हम सबसे पहले कुछ संख्याएँ लेकर जाँच करेंगे। आइए, 
उदाहरणाथे, संख्या 0 लें। क्या 0 दी हुई संख्या हो सकती है? नहीं। 0+-2(0) क्या है! 
आइए एक दुसरी संख्या, उदाहरणार्थ, 8 ले। क्या 8 दी हुई संख्या हो सकती है ” नहीं। (क्यों? ) 
हम अब भी 62 से बहुत अधिक दूर हैं। व्यावहारिक ज्ञान कहता है कि हम कोई बड़ी संख्या, उदा- 
हरणाथ, 50 लेकर जाँच करें। क्या 50 दी हुई संख्यां हो सकती है ? पुतः नहीं । 

यदि हम संख्या ज्ञात भी कर लें (54 लेकर जाँच कीजिए) फिर भी प्रयत्न और भूल (#ंद/ 
८४ ४79) की, इस प्रक्रिया में समय अधिक लगता है और यह अनावश्यक भी है जैसा कि आप 
देखेंगे, हम संख्या को सरलता और शीघ्रता से ज्ञात करने के लिए बीजगणित के साधनों का प्रयोग कर 
सकते हैं। ह 

आइए, अज्ञात राशि अर्थात्‌ दी हुई संख्या को एक अक्षर संख्या, मान लीजिए, # से व्यक्त करें। 
अब हम दी हुईं समस्या को गणित की भाषा में परिवर्तित कर सकते हूँ। हम कहते हैं कि हमें ऐसा 
४ ज्ञात करना है जिससे कि 

.. #--23+२62 था 3४5 6% 

उपर्युक्त समीकरण (९६४८॥७४) का एक उदाहरण है। #, समीकरण की अज्ञात (४77070४) 
राशि कहलाती है। हम अज्ञात राशि को अक्षरों 9 या £ या ४, इत्यादि से भी व्यक्त कर सकते थे। 
इसके लिए हम अंग्रेजी वर्णमाला के बाद वाले अक्षरों को प्राथमिकता देते हैं । 

हम देखते हैं कि 


समीकरणों का परिचय ्ठ 


समानता का वह कथन जिसमें एक अज्ञात* राशि निहित हो प्रतिब्रन्धित समीकरण ((#व#/शदर/ 
८(४०४०४) या केवल समीकरण (८(४८४०४) कहुलाता है। एक समीकरण के दो पक्ष (४!) 
होते हैं। पहला वाम पक्ष (बाई ओर वाला) तथा दूसरा, दक्षिण पक्ष (दाई ओर वाला) । उपर्युक्त 
उदाहरण में हम देख सकते हैं कि 3 समीकरण 3:5-632 का वाम पक्ष है तथा 62 दक्षिण पक्ष है । 
यदिं किसी संख्या को समीकरण में अज्ञात कें स्थान पर प्रतिस्थापित करने से वाम पक्ष और दक्षिण 
पक्ष बराबर हो जाएँ तो कहा जाता है कि वह संख्या समीकरण को संतुष्ठ (5०/5/) करती है। 
इस संख्या को समीकरण का एक हल (50४80) या एक मूल (700) कहते हें। समीकरण के 
मूल ज्ञात करने की विधि, समीकरण का हल करना (5०/४४॥8) कहलाती है। 


गणितज्ञ, बहुत प्राचीन समय से ही ऐसी समस्याएँ जिन्हें समीकरण के रूप में परिवर्तित किया 
जा सकता है प्रस्तावित तथा हल करके अपना मनोविनोद करते चले आए हैं। उदाहरणार्थ, लगभग 
800 ई० पू० में अहम्स (4/॥॥॥7४5) नामक एक मिखस्रवासी ते तिम्न समस्या प्रस्तावित तथा 
हल की : 

एक संख्या और उसका दो तिहाई और उसका आधा और उसका सातवों भाग 37 के बराबर 
है। संख्या ज्ञात कोजिए। 


हिन्दू गणितज्ञों ने लगभग चौथी शताब्दी में विभिन्न प्रकार की समीकरणों में अज्ञातों का प्रयोग 
किया और उत्तको हल करने की विधियाँ ज्ञात कीं। हमें, उदाहरणार्थ, बारहवीं शताब्दी के एक हिन्दू 
गणितज्ञ भास्कराचार्य की कृति लीलाबतो में निम्न समस्या मिलती है: 


“भेंबरों के एक झुंड का पाँचवा भाग खिले हुए कदम्ब पर जा बेठा, एक तिहाई शीलीन्शि के 
फूल पर और इन संख्याओं के अंतर का तिगुना कुटज़ के बौर की ओर उड़ गया। शेष बचा हुआ 
एक भंवरा, चमेलो और केतकी की मनमोहक सुगन्ध से प्रलोनित होकर हवा में इधर उधर थंडराता 
रहा। हे सुमुखी ! मुझे बताओ, भेवरों को कुल संख्या कितनी थी ? ” 

अहम्स और भास्कराचार्य--दोनों की समस्याएँ इस पुस्तक की सीमा के बाहर हैं। हम इनके 
बारे में बाद में पढ़ेंगे। 

अज्ञात राशियों को व्यक्त करने के लिए संकेतों के प्रयोग का श्रेय प्राचीन हिन्दू गणितज्ञों को 
दिया गया है। उन्होंने अज्ञातों के कई नाम जैसे कि यावत्‌ तावत्‌ (इसका अर्थ है इतना कि), वर्ना, 
बिजा, इत्यादि रखे और उन्हें व्यक्त करने के लिए रंगों के पहले अक्षर जैसे कि का, नी, पी, पा, या, 
इत्यादि का प्रयोग किया। लगभग 300 ई० पू० में ये अक्षर तथा इनकी घात और मूल ज्ञात करने की 
विधियाँ बहुत प्रचलित थीं। 

सत्रहवीं शताब्दी में ही, एक फ्रौंसीसी गणितज्ञ डेकारट्स (63 अह [7596-650] 
ने सबसे पहले अज्ञातों को व्यक्त करने के लिए अक्षरों ५, », <, इत्यादि का इनकी घातों के 
लिए संकेतों »”, »* इत्यादि का प्रयोग किया। 


ग्र्6 गधित 


प्रद्तावली 8.व 
, प्रयत्त और भूल विधि से निम्न समीकरणों को हल कीजिए : 
(9) &न॑-85-3 (2) )-- 3552 
(#) 20756 (ए) 0--#556 
(९) >+ 3557 (शं) ४--4557-3 


(शी) 2४59-४४ 

8.2 समीकरण हल करना के | है 

समीकरण की एक तुला से तुलना को जा सकती है। इसके दोनों पक्षों (४४४65) को दो पलड़े 

माना जा सकता है तथा समानता का संकेत “5” यह दर्शाता है कि दोनों पलड़े संतुलन की 
स्थिति में हैं। (देखिए आकृति 8.) 





| | 


वाम पक्ष दा दक्षिण पक्ष 
आकृति 8.] 


निश्चय ही, आपने तुला देखी होगी। हम तुला की स्थिति में बिना कोई परिवर्तन किए उसके 
पल्ड़ों में क्या क्या कर सकते हैं? हम उसके दोनों पलड़ों में बराबर राशियों जोड़ (और इसलिए 


गुणा क 
हैं और 
स्थिति 
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) सकते हैं या हम उसके दोनों पलड़ों में से बराबर राशियों घटा (और इसलिए भाग दे) सकते 
ऐसा करने पर तुला की स्थिति में कोई परिवततेन नहीं आएगा अर्थात्‌ दोनों पलड़े अपनी पहली 
में ही रहेंगे। ठोक यही हम समीकरणों में करने जा रहे हें। दूसरे शब्दों में, हम 
(3) समीकरण के दोनों पक्षों में एक हो संख्या जोड़ सकते हैं, 

(2) समीकरण के दोलों पक्षों में से एक हो संख्या घटा सकते हें, 
(3) समीकरण के दोनों पक्षों को एक ही संख्या से गुणा कर सकते हैं, तथा 
(4) समीकरण के दोनों पक्षों को एक हो संख्या से भाग दे सकते हूँ। 
अब हम इन नियमों का प्रयोग करेंगे और कुछ समीकरणों को हल करेंगे। 
उदाहरण : ४-- 355] को हल कीजिए। 
हल : हम समीकरण के दोनों पक्षों में 3 जोड़ते हें। (नियम ) 
इससे हमें निम्न प्राप्त होता है 
४“ 3-+- 3ल्‍5]-- 3 
अर्थात्‌, ४>१4 
[आइए ४554 को दी हुई समीकरण में प्रतिस्थापित करें। हम देखते हैं कि 
वाम पक्ष 4- 3557 
दक्षिण पक्ष--व 
अर्थात्‌ ४ 5-4 के लिए वाम पक्ष>-दक्षिण पक्ष है। ] 
इस प्रकार, £-4, दी हुई समीकरण का एक मूल (१००४) या हल (507४४०४) है। 
उदाहरण 2: 2/5-9-+-3 को हल कीजिए । 
हल : हम समीकरण के दोतनों पक्षों में से » घटाते हें। (नियम 2) 
इस प्रकार, 2/--75%७+ 3-7 
अर्थात्‌ 95-३3 
[अब आइए दी हुई समीकरण में 9--3 प्रतिस्थापित करें। हम देखते हैं कि 
वाम पक्ष --2( 3) 5-6 
दक्षिण पक्ष 3-- 3555 | 
अर्थात्‌ #>-3 के लिए वाम पक्ष --दक्षिण पक्ष है ।] 
इस प्रकार, »/-3 दी हुई समीकरण का हल है। 
उदाहरण 3: 0-:95-2 को हल कीजिए 
हल : हम दी हुई समीकरण के दोनों पक्षों को » से गुणा करते हैं। (नियम 3) 
इस प्रकार, (0-:9) >८ 955 29 
या 05--52) 
अब हमें 05-% के दोनों पक्षों को 2 से भाग देना चाहिए। (नियम 4) 
इस प्रकार, 0- 255 (29) - 2 
अर्थात्‌, ै#--5 
(आइए, »-5 को दी हुई समीकरण में प्रतिस्थापित करें। हम देखते हें कि 
वाम पक्ष --]0-- 5552 


7 गणित 


दक्षिण पक्ष >-2 
अर्थात्‌ ै9>-5 के लिंए, वाम पक्ष >--दक्षिण पक्ष है।] 
इस प्रकार, 9--5, दी हुई समीकरण का हल है । 
हम देखते हैं कि समीकरण हल करने में हम उपर्युक्त चारों नियमों में से एक या अधिक का प्रयोग 
करते हैँ ओर ऐसे चरण तक आने का प्रयत्न करते हैं जिसमें स्वयं अज्ञात संख्या समीकरण के एक पक्ष 
के रूप में प्रकट हो जाए। 


प्रदनावली 8.2 


“ निम्न में से प्रत्येक समीकरण हल कीजिए और समीकरण में प्रतिस्थापित करके अपने उत्तर की 
जाँच कीजिए, 


__7. %-+-45-9 2. ]%--2720 
3. 88$--6550 4. 3४-- 855 5४-- 2 
38, 6)--5559 6, 7+4$/-5- 
7. 8-- 7४55० 3 8. 89-- 355 39--5 
9. 2--%5-6 0. 700-&८50 
]. 589-70-4#"₹--0 2., 60-- 455 200-- 8 
3, 27553( 5-9) 4. 3(४--3) 555 ( 2४--व) 


85. %--45०4- (8-3) . 6. 5%556(-- 48) -- 4--7 ( 2+ 3४)- 
7. 6४--9--4( 7--७) 55&न- 3 ह 


8.3 समस्याएं हल करने में समीकरणों का प्रयोग 

अब हम देखेंगे कि ऐसी अनेक समस्याओं को जिनमें ज्ञात और अज्ञात संख्याओं के परस्पर संबंध 
निहित हों, पुनः समीकरणों के पदों में निरूपित किया जा सकता है। इन संबधों का अधिकतर दाब्दों 
में वर्णण किया जाता है और इसी कारण हम इन समस्याओं को शाब्द समस्याएँ या प्रदन (८00४ 
#7०४/४॥७४) कहते हैं। आइए कुछ उदाहरण लें। 

उदाहरण : दो संख्याओं का योग 52 है। इनमें से एक संख्या दूसरी से 0 अधिक है। संख्याएँ 
ज्ञात कीजिए । 

हल : पहली दृष्टि में ऐसा लगता है कि इस प्रइन में दो अज्ञातों की आवश्यकता है। परन्तु, 
जैसा कि हम देखेगें कि, हम एक अज्ञात मानक्र भी अपना लक्ष्य पूरा कर सकते हैं । 

दूसरे वाक्य में कहा गया है कि एक संख्या, दूसरी से ।0 अधिक है। इस प्रकार, यदि हम एक 
संख्या को « मानें तो दूसरी संख्या «+-0 होगी । 
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अब पहले वाक्य में कहा गय। है कि इतका योग 52 है। 
अत: ४-- (४-- 0) २552 
इस प्रकार, हमने शाब्द प्रइन्न को एक समीकरण के रूप में निरूपित कर दिया जिसे हम सरलता से 
हल कर सकते हैं। इस प्रकार, 
#-- (++-0) 5२52 
या, 2४-- ]05552 
या, 2४--70-305-552-7 0 
या, 2४5-42 
या, ४|27 
अतः दोनों संख्याएँ 2। और 37 हैं। 
[हम देख सकते हैं कि इनका योग 52 है। साथ ही, 37, 2 से 0 अधिक है ।] 
उदाहरण 2: पुरेश के पिता की आयु, सुरेश की दो वर्ष पहले को आयु की तिगुनी है। आज 
उन दोनों की आयु का योग 62 है। प्रत्येक की आयु ज्ञात कीजिए । 
हल : माना दो वर्ष पहले सुरेश की आय ४ वर्ष थी। तब, आज 
सुरेश के पिता की आयु 3४ वर्ष 
तथा सुरेश की ८ 2) वर्ष है। 
उनकी आयु का योग 62 है। दूसरे शब्दों में, 
3४-++ (#-- 2) 5२62 | 
इस अ्रकार हमने शाब्द प्रइ्न को एक समीकेरण के रूप में निरूपित कर दिया जिसे सरलता से हल 
किया जा सकता है। इस प्रकार, 
3४+- (४+- 2) 5-62 
या, 4४-/-25-64 
या, 4४560 
या, ४>55 | 
अतः सुरेश की आयु 7 वर्ष है तथा उसके पिता की 45 वर्ष । ह े 
[हम देख सकते हैं कि 45+- 775:62। साथ ही, 45, 75 का, जो कि 2 वर्ष पहले सुरेश को 
आयु थी, तिगुना है।] 
उदाहरण 3: एक आयत की लम्बाई उसकी चौड़ाई के दुगुने से 8 मीठर कम है। 'आयत का 
परिमाप 56 मीटर है। उसकी विमाएं (६#४॥४४००७) अर्थात्‌ लम्बाई और चौड़ाई ज्ञात कीजिए । 
हल : चूँकि लम्बाई, चौड़ाई के पदों में दी हुई है, इसलिए हम अज्ञात चौड़ाई को & भीटर सान 
लेते हूँ। (देखिये आकृति 8.2) | है ह 
तब, लम्बाई ++(2४--8) मीटर (ल््यों? ) 
अब, परिमाप +5( 2४--8) -#-- ( 2४--8) +-४ 
परन्तु, परिमाप 56 मीटर दिया है। अतः 
. (2६४--8) +«+ (2&- 8) +-#5556. 


हर 


या, 
या, 
या, 


गणित 


2-8 
है ६ 
28-08 
आकृति 8.2 
06४-- ]6ल्‍>:5 6 
80:5%72 
हक कै 


अत, लम्बाई -८2२(9) --8 अर्थात्‌ 6 मीटर 

अल: आगयत की विमाएँ 6 मीटर और 2 मीटर हैं। 

[हम देख सकते हैं कि 6 मीटर लम्बाई, चौड़ाई के दुगुने से 8 मीटर कम है। साथ ही परिमाप 
-“6-+? * 0--2 अर्थात्‌ 56 मीटर है।] 

हम देखते हैं कि क्रिस प्रकार तीन भिन्‍ल प्रकारों के शाब्द प्रइनों को समीकरणों के पदों में निरूपित 
करके हम उत्तका हल ज्ञात करने में समर्थ हो सके। इन प्रइनों को समीकरणों के पदों में निरूपित करने 
की कोई निश्चित विधि नहीं है। परत्तु निम्न से कुछ उपयोगी संकेत अवदय सिल सकते हैं: 


ई 


॥। 
2, 
3, 


प्रदन को बार बार पढ़िए जब तक कि आप यह न समझे लें कि क्या दिया. है और क्या ज्ञात 
करता है। 


अज्ञात को किसी अन्नर ७, या ) या : इत्यादि से व्यक्त कोजिए । 
3, (क) प्रशत को धोरे धीरे, एक एक वाक्य अनपार गणित की भाषा में परिवतित कीलनिए । 


(ख) वह राशिएँ तिर्मारित कीजिए जो कि वराबर हैं और उनसे एक समीकरण बनाइए । 


, अज्ञात के लिए, समीकरण को हल कोजिए। ह 
, जाँच कीजिए कि प्राप्त उत्तर प्रइन में दिए हुए प्रतिबन्धों को संतुष्ट करता है या नहीं । 


प्रशयावली 8.3 


, किसी संग्या के दुयने में 7 जोड़ने से 49 प्राप्त होता है। संख्या ज्ञात कीजिए । 


किसी संख्या के तिगुने में से 22 घटाने पर 68 प्राप्त होता है। संख्या श्ञात कीजिए । 
ऐसी दो संज्याएँ ज्ञात कीजिए जितमें से एक, दूसरी से 8 अधिक हों तथा इनका योग 53 ही । 
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4. ऐसी दो संख्याएँ ज्ञात कीजिए कि जिनमें से एक, दूसरी की तिगुती है तथा इतका नह 

5. तीन क्रमागत पूर्णाकों का योग 24 है। पूर्णाक ज्ञात कोजिए। 

6. एक आयत की लम्बाई, उसकी चौड़ाई से 4 मीटर अधिक है। आयत का परिमाप ४३ मीटर 
है। उसकी विमाएँ ज्ञात कीजिए | 

7. एक आयत की लम्बाई, उसकी चौड़ाई की तिगुनी है। उसका परिमाप 96 मीटर है। उसकी 
लम्बाई ज्ञात कीजिए । 

8. एक पर्स (/४४४०) में जितने 25 पैसे के सिक्‍के हैं उससे दुगुने 0 पैसे के सिवके हें। यदि 
पर्स में इन दो प्रकार के सिक्‍कों में कुल 9.00 रु० हों तो प्रत्येक प्रकार के सिक्कों की संख्या ज्ञात कीजिए । 

9 .3000,00 रु० की एक लाठरी (/०/७)) में कुल 63 इनाम दिए जाते हैँ। एक इनाम या 
तो 00.00 रु० का है या 25.00 रु० का.। प्रत्येक प्रकार के इनाम की संख्या ज्ञात कीजिए । 

0. १5 वर्ष बाद, शीला की आयु उसकी वर्तमान आयु की चौगुनी हो जाएगी। उसकी 
वर्तमान आयु ज्ञात कीजिए । ' 


न 


कौन त्रिपद 


विविध प्रइनावली 7ए 
(एकक शत और शाप पर) 


. जहाँ संभव हो वहाँ सरल कीजिए और त्शाइए कि फिस हे हे दाह एक पदी, कौर दिपद और 
हें 


(#) 7-79 
+([ए) 46-28 
3. निम्न को जोड़िए : 
($) ८४-४०, #--४--०, ८+-६--४ 
(४) &०--११--४, ॥7--८१--#१, -०४&१--)* 
(॥) ४-3७, 309-9,2+7 
4, घटाइए : 
(7) #४--#-८ में से ४१--)%४--८ 
(#) --४--#-८ में से ४--8--४ 
(॥) -३४+4४--0 में से -- 2४-+- 
5. दो द्विपदों का योग 4४-39 है। यदि इसमें से एक ४-- 49 हो, तो दूसरा ज्ञात कीजिए । 
6, सरल कीजिए : 
(.) 3४-49 -+-9-- 2४४-- 289-- 4/7-- 0५ 
(0) ७-०/+#+७#--$१-४-7 
7. एक मेज की लम्बाई, उसकी चौड़ाई की दुगुनी है। यदि चौड़ाई / एकक हो, तो मेज़ की. 


परिमाप ज्ञात कीजिए । 
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8, सरल कीजिए : 
(0) [(४-७/) - (४/-+०/)]--- 22/-- (७-४ | 
(आ) [-«-- (४--4)]--[-8--(४--४)] 
(मं) [28--6--8--26--#--४-- (७--9--०) ) ] 
9. यदि ४5-] और »--2 हो,तो निम्न व्यंजकों के मान ज्ञात कीजिए : 
(7) #&ने> 
(8) #४-- 9-2 
(77) --4४-+-59-7 
(7ए) &+4 
(०) »--0 
0. यदि ४:८0 और 9---- हो, तो निम्न के मान ज्ञात कीजिए : 
(3) ४!--१+७ 
(॥) ४१+.»*+ 8 
(॥) #न>! 
(77) ४09 
(५) 2#--४१४+-४ 
7, निम्न गुणन ज्ञात कीजिए : 
(४) &४(#) 
(४) (»-+-)४ 
(7) (#--2)& 
(7ए) ४! (5--&) 
(५) ४ (----% ) 
32, सरल कीजिए : 
(7) (४-०) (४+०) 
(7) (#&-») (#+7) 
(98) (#-- $%) (४-2) 
(7०) (2+-%) (#-») 
3, निम्न में से प्रत्येक में » का गुणांक ज्ञात कीजिए : 
(7) (3४--2) -- (4--£४) 
(अं) #*-(- 3-39*+%') 
(४४) [#-४--(४-०)--[४--%- (2--#»)] 
4, 3४-9--४ और --9-८ के योग में से 3४--9-८ घठाइए। इस परिणाम में ४ 
का गुणांक क्‍या है ? 
5, गुणा कीजिए : ह 
() (४-४) और दिखाइए कि (4--४)१०-८*-- 226--8* 
(४) (४-४) और (४--४), दिखाइए कि (4--8)१5-४१-- 248--8१ 


गणित 


6, एक तख्ते की लम्बाई और चौड़ाई क्रश : (४-४) और (५--४) एकक है। उसका 
परिमाप ज्ञात कीजिए : 
7, दो व्यंजकों का योग ४१--)१-- 2.9-- 2४::9--7 है। यदि इनमें से एक 2%४-- 3॥९ __ 
79+ | हो, तो दूसरा ज्ञात कीजिए । - 
8, यदि ८5०॥, ४>50 और ८-5--१ हो,तो निम्न व्यंजकों के मात ज्ञात कीजिए : 
(4) (७१-- 300--७-- 3) 8 -- [७--/* -- 26४) 
(8॥ [24/-- [८१-- 26/--#?-- ४ +9 --०))] [#- 288 (8 --४) | 
9. (खेल के लिए एक प्रइन) यदि शब्द ॥६//£॥6/८ के अक्षर एक बीजीय व्यंजक के 
. भाग हों तो हम इस शब्द को ॥76८१४%४८ लिखते हैं। ऐसे संकेतन में, 
(क) निम्न को किस प्रकार लिखेंगे ? 
(4) #7०/४05 
(#) ८काहहाए।द। व? 
(ज) ह्ाहशी4/800 
(खि) निम्न को कौन से (अर्थ पूर्ण) शब्दों को संक्षिप्त करने के लिए प्रयुक्त किया जा सकता है ? 
(7) #7305 #% (7) ८#थं३6% (0) फछला 
20. निम्न समीकरण हल कीजिए और दी हुई समीकरण में प्रतिस्थापित करके अपने उत्तर 
की जाँच कीजिए ; 


(5) 2४--7-9 (7) 3४--05537 
(70) 9४-+-55--8 (०) 47-»55 3 

(०) 20-+- [ 5#-- 3 (ए) 3$४-+-2-६--6--# 
(शा) 3&-50-2 [4४-+---3 (&-+-2)]50 


) 

(शा) 48-+-2- 2[4-#-- 3 28-- ) ] >+--»४- (-- 2४) + 6 
(00) 8--&<-३-०४+-६ 2४-- 4-- (४-3) ) 
24. एक संख्या अपने तिगुने से 50 कम है। संख्या ज्ञात कौजिए । 

*%922, राम, र्याम और जीवन एक परीक्षा में बैठते हें। राम ने श्याम द्वारा प्राप्त अंकों के 
तिगुने से' 80 अंक कम प्राप्त किए जबकि जीवन ने श्याम द्वारा प्राप्त अंकों के दुगुने से 30 अंक अधिक 
9४ किए। यदि तीनों व्यक्तियों द्वारा प्राप्त अंकों का योग 550 हो, तो उनके अलग' अलग अंक ज्ञात 

ए्‌। 

23, तीन दिन में 830 किलोग्राम सेव बेचे गए। दूसरें दिन, पहले दिन से 30 किलोग्राम कम 
विन्नी हुई तथा तीसरे दिन, दूसरे दिन से दुगुनी बिक्री हुई। पहले दिन कितने किलोग्राम सेब बेचे गए ? 

24, एक संख्या, दूसरी संख्या सं सात गुनी है। यदि इन संख्याओं का अंत्तर 56 हो, तो 
संख्याएँ ज्ञात कीजिए । 

25, एक जिभुज 482८ का परिमाप 94 सेमी है। 48, 20 से 5 सेमी छोटी है तथा 40, , 
4 से 29 सेमी लम्बी है। भुजा 20 की लम्बाई ज्ञात कीजिए । 

#26, एक हवाई जहाज़ की चाल, एक कार की चाल से !6 गृती है। गदि कार की 
चाल, हवाई जहाज़ की चाल से 750 किलोमीटर प्रति घंटा कम हो तो कार द्वारा 6 घंटों में घली 
हुई दूरी ज्ञात कीजिए । हि 


एकक 75 
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इस एकक में हम 38 | (7८/05) और प्रतिशतता (/४४०४०४७४) की संकल्पनाओं का उल्लेख 
करेंगे तथा इनके कुछ विषयों जैसे कि लाभ और हानि, साधारण व्याज (॥798 #ांक्षव/) और अन्य 
दैनिक जीवन से संबंधित समस्याओं में अनुप्रयोग (६//१7८४४०४४ ) देखेंगे । | 


9.] अनुपात 

एक परीक्षा में बिन्दु ने 20 अंक प्राप्त किए तथा उसकी सहेली कमल ने 0 अंक प्राप्त किए । 

हम इन संख्याओं की दो प्रकार से तुलना कर सकते हैं । । 

(+) हम कह सकते हैं कि बिंदु ने कमल से (20-0) अर्थात्‌ 0 अंक अधिक प्राप्त किए। 
यह विधि अंतर द्वारा तुलना (८00//677508 8) 4((७०॥८४) कहलाती है। साथ ही, 
इसको यह भी कहा जा सकता है कि कमल ने बिन्दु से 0 अंक कम प्राप्त किए । 

(7) हम यहू भी कह सकते हैं कि बिन्दु ने कमल से दुगुने अंकः प्राप्त किए। * यहाँ हम 20 को 

0 से विभाजित करते हैं तथा इस विधि को विभाजन द्वारा तुलना (60॥0/0770॥ 69 
४०४०४) कहते हैं । | 
जब हम एक संख्या से दूसरी संख्या को विभाजित करके, दो संख्याओं की तुलना करते हैं तो हम 
कहते हैं कि हमने दोनों संख्याओं का एक अनुपात (/४४०) बना लिया है। इस प्रकार 20 और 0 
का एक अनुपात 20--0 है, 25 और 20 का एक अनुपात 25-- 20 है। 

हम अक्षरों का संख्याएँ व्यक्त करने में पहले ही प्रयोग कर चुके हैं। हम कह सकते हैं कि 

यदि ८ और £ दो संख्याएँ हों तो 2 का / से अनुपात ४-४ है तथा इसे ८:४ लिखा जाता है। 

८ और 8, अनुपात के पद (#2॥8 ० ४४४ 7४४०) कहलाते हैं। 

प्रत्यक्ष है कि ८ पहला पद है तथा # दूसरा पद है। तब, स्पष्टतया # का 6 से अनुपात 8--4 है तथा इसे 
8: ८ लिखा जाता है! निस्संदेह हमें यह नहीं भूलना चाहिए कि हम किसी संख्या को शून्य से विभाजित 
नहीं कर सकते! | 

हम प्राय: अनुपात को उसके सरलतम रूप (500८४ 078) में, अर्थात्‌ उस रूप में जिसमें 

पदों में । को छोड़कर कोई अन्य गृणनखंड उभयनिष्ठ न हो, व्यक्त करते हूँ। | 
अतः हम, उदाहरणार्थे, 50 के 40 से अनुपात को 5 का 4 से अनुपात लिख सकते हैं तथा इसी 
प्रकार अनुपात 32: 24की सरलतम 4: 3 लिख सकते हें। हु 
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उदाहरण : निम्न अनुपातों को सरलतम रूप में व्यक्त कीजिए : 
(४) 25-40 (४) 27: 9 
हल: () 25- 40525: 40 
परन्तु अनुपात के पदों में 5 उभयनिष्ठ है । 
अतः प्रत्येक पद को 5 से भाग देने पर, हमें निम्न प्राप्त होता है : 
25 : 40555 : 8ल्‍55- 8 
(४) 27: 9 
अब, 9 दोनों पदों में उभयनिष्ठ है। 
अतः 27: 95-53: ] 
यह स्पष्ट है वि. 20 किलोग्राम और 5 किलोग्राम का अनुपात 4 :7 है; 30 रु० और 60 रु० का 
अनुपात 4 : 2 है; परन्तु क्या इसका कोई अर्थ निकलेगा कि यदि हम, मान लीजिए, 40 पैसे और 2.00 रु० 
का अनुपात ज्ञात करें” नहीं! हम 2.00 रु० को 200 पैसे में बदलेंगे और फिर इनका अनुपात 
40: 200 या, सरलतम रूप में व्यक्त करते हुए, । : 5 ज्ञात करेंगे । 
उदाहरण 2: 3 घंटे का 75 मिनट से अनुपात ज्ञात कीजिए। इसे सरलतम रूप में व्यक्त 
कीजिए। 
हल : 3 घंटे +- 80 मिनट 
अतः, वांछित अनुपात +-80: 75 
स| १9: 5 


प्रइनावली 9. 


. निम्न को अनुपातों की भाषा में व्यक्त कीजिए :। 
(3) चाय बताने के लिए, 8 प्याले (८६४४) पानी के लिए, एक प्याला दूध की आवश्यकता है। 
(४) इस स्कूल में, चार कक्षाओं की पढ़ाने का कार्य, पाँच शिक्षकों को सोंपा गया है। 
(४४) एक आयत की लस्बाई उसकी चौड़ाई से दुगुनी है। 

2. निम्न अनुपातों को देनिक जीवन की भाषा में व्यक्त कीजिए : 

(४) भारत में, गाँवों की संख्या का शहरों की संख्या से अनुपात 2000 : । है । 

(४) आक्सीजन (०७४०७) और हाइड्रोजन (/96०8०४) को, आयतत के अनुसार 
(१9 ००४४०), : 2 के अनुपात में सिलाने से पानी बनता है। 

(४४) एक परीक्षा में उत्तीर्ण हुए विद्यार्थियों की संख्या का परीक्षा में बैठते वारे विद्याधियों की 
कुल संख्या से अनुपात 4: 5 है। 

(7४) हमारे शहर में, ताँगों की संख्या का टेक्सियों (४६#४८5) की संख्या से अनुपात 4: 7 है,। 
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3. निम्न में से प्रत्येक अनुपात को उसके सरलतम रूप में व्यक्त कीजिए : 


(४) 4:2 (४) 50:30 (४) 340: 50 
(70) 2: 35 (५४) 300 मी : 2 किसी (हां) 75 सेमी : । मी 
(शा) 3 किग्रा: 780 ग्रा (शा) 75 पैसे : 300०. (7%) & घंटे: 30 मिनट 


4. एक खेत की लम्बाई और चौड़ाई क्रमश: 08 मीटर और 72 मीटर हैं। खेत की लम्बाई 
का उसकी चौड़ाई से अनुपात ज्ञात कीजिए । 


5. किसी नक्शे (॥०९) का स्केल प्राय: नक्शे के एक कोने पर वह अनुपात लिखकर जो कि 
नक्शे पर दूरी' का तदनुरूपी भूमि पर दूरी' से होता है, दर्शाया जाता है। यह अनुपात नक्शे का 
प्रतिरूप भिन्न (१९//४४४४४८४४०४ /7६८४०% या संक्षेप में 7९. 7.) कहलाता है। । 

एक नकहों का स्केल : 00000 है। नक्शे पर 4 सेमी की दूरी वास्तव में कुल कितेनी 
द्री निरूपित करेगी ” [संकेत : स्केल से हमें पता लगता है कि नक्शों पर | सेमी की दूरी वास्तव 
में 700000 सेमी की दूरी निरूपित करती है। आपको याद होगा कि 00 सेभीर5] मी, 
१000 मीर-] किसी ।] 


6, एक फंक्‍्टरी में बनी खराब पेंसिलों की संख्या का अच्छी पेंसिलों की संख्या से अनुपात :9 
है। एक घंटे में एक मशीन 80 अच्छी पेंसिलें बनाती हैं। खराव पेंसिलों की संख्या ज्ञात कीजिए । 

7. एक अम्ल (66४) को हल्का (4४७) करने के लिए विद्यार्थियों से कहा गया 
कि वे अम्ल और पानी को, आयतत के अनुसार, 2: 5 के अनुपात में मिलाएँ। बदि कोई विद्यार्थी 
0 घन सेंटीमीटर अम्ल लेता है तो उसे उसमें कितना पानी मिलाना चाहिए ? 


8. एक दिन किसी कक्षा में अनुपस्थित लड़कों की संख्या का उपस्थित लड़कों की संख्या से 
अनुपात 2: 7 था। यदि कक्षा में 34 लड़के उपस्थित थे तो बताइए कि उस दिस कितने लड़के 
अनुपस्थित थे ? 

9. किसी स्कूल में खेलकद (७/०/४४) में भाग ले रहे विद्यार्थियों की संख्या का कुल विद्या्ियों 
की संख्या से अनुपात 5: 6 हैं। यदि 250 विद्यार्थी खेलकूद में भाग ले रहे हों, तो स्कूल में कुछ 
विद्यार्थियों की संख्या ज्ञात कीजिए । 


9.4 समानुपात 


मान लीजिए हम एक दुकान पर कोई कपड़ा खरीदने जाते हैं और मान लीजिए कपड़े का मूल्य 
20,00 रुपये प्रति मीटर है। यदि हम 5 मीटर कपड़ा खरीदें तो हमें 00.00 ४० देने पड़ेंगे। यदि 
हम 8 मीटर कपड़ा खरीदें तो हमें 760,00 र० देने पड़ेंगे ।, अब 5 मीटर का 8 मीठर से क्या अनु- 
पातहै ? यह 5: 8है। और 00,00 ₹० का 60,00 र० से क्या जनुपात है ? यह 00:60 
है अर्थात्‌ सरलतम रूप में व्यक्त करने पर यह 5: 8 है। इस प्रकार हम देखते है कि 
5: 855700: 60 


हा बबित 
शो अनुपातों की ऐसी समिका (०४०४४). एफ समानुपात :(/#००४7॥97) कहलाती है। हम 
कहते हूँ कि संह्याएँ 5,8, 700 और 60 समानुपात (/728/7४०४) में हैँ। 
उदाहरण : क्या 30, 40, 45.और 60 समानुपात में हैं ? 
हल : हमें जाँच करनी है कि क्या 30: 40--45 : 60 है ? अब 30: 40, 3: 4 के बराबर 
है क्योंकि इस अनुपात के पदों में 0 एक उभयनिष्ठ गुणनखंड है । 
इसी प्रकार, 45: 60553 : 4 
अत, 30, 40, 45 और 60 समानुपात में हैं। - 
संख्याओं के स्थान पर अक्षरों का प्रयोग करते हुए हम कहते हूँ कि 
यदि ८:४--८:८ है, तो 2, 8, ८ और ८ समानुपात में हें। ८, 8, ८ और ८ समानुपात के पद (ईक॥#5 
श ॥४४ ॥#०४७०४४०४) कहलाते हैँ। ये क्रमशः पहले, दूसरे, तीसरे और चौथे पद हैं। प्रत्यक्ष है 
कि. और 4 सिरों के पद (८४४९॥४४ 2४75) हैं तथा 2 और ८ मध्य के पद (#धंध//6 /#7१7) हैं। 
उदाहरण 2: जाँच कीजिए कि 75: 605--20: 6 तथा' 60: 65-575: 20 
हल: आइए प्रत्येक अनुपात को सरलतम रूप में परिवर्तित करें। 
75: 605:5: 44। साथ ही, 20: 765-55 : 4 
अतः स्पष्ट है कि 75: 605-:20: 6 
अब, 60: 6ल्‍--5 : 4 तथा 75: 205--48: 
इसलिए, पुन: 60: 65-75 : 20 
हम देखते हैं कि हम किसी समानुपात के पदों की स्थितियाँ इस प्रकार बदल सकते हैं कि हमें फिर बराबर 
अनुपात प्राप्त हो जाएँ। इस प्रकार हमें एक दूसरा समानुपात प्राप्त हो जाता है। वास्तव में, यदि कोई 
समानुपात दिया हुआ हो तो हम इस समानुपात के पदों से तीन और समानुपात बना सकते हैं। 
उदाहरण 3: यदि ८:४--८:४ हो तो सिद्ध फोजिएं कि | 
4 46०5१ ३ ६ ; 
हल: चूँकि ८:8--०:४, इसलिए ८---१-८८-#थ 
समानुपात के दोनों पक्षों को /८ से गुणा करने पर, 
५. (८-४) >९ 845० (५--८) ३८8४ 
[, :. धरदुं>-२८6 
अब इस समिका के दोनों पक्षों को ८८ से भाग देने पर, 
ढ्वंद- (४८) हम50-२- ( 4) 
अर्थात्‌ , 5 व-८न्सर ने 


[उदाहरण 2 में हमने चार विशेष संख्याएँ लेकर जो जाँच की थी उसे इस उदाहरण में किन्हीं 
भी चार संख्याओं के लिए सिद्ध कर दिया गया है।] । 


अब आइएं हम संर्याओं 3, 5, 5, 75 को लें “क्या-ये समानुपात में हैं? हम देखते 
हैं कि 3: 8:-: 5, साथ ही 5: 755:: $ ह 
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इस प्रकार वास्तव में 3: 5::5: 75 है,अर्थात्‌ 3, 5, 5, 75 समानुपात में हैं। हम 
देखते हैं कि मध्य पद 5 बुबारा आ रहा है। इस स्थिति में हम कहते हैं कि संख्याएँ 3, 5, 75 
समानुपात में हें। दूसरे शब्दों में, 
यदि ४: /--४ : ८ हो तो हम कहते हैं कि ८, 2, ८ समानुपात में हें। प्रत्यक्ष है कि ८ और ८ 
सिरों के पद हैं तथा £ सध्य पद है : | 
अब हम समानुपातों के एक रोचक + ण का अध्ययन करेंगे। आइए निम्न उदाहरणों को लें : 
(४) ॥ 2, 3, 6 समानुपात में हैं। 
(7) 5, 6, 20, 24 समानुपात में हैं। 
(#) 5, 25, 30, 50 समानुपात में हैं। 
($) में । और 6 सिरों के पद हैं तथा 2 और 3 मध्य पद हैं। (४) में 5और 24 सिरों 
के पद हैं तथा 6 और 20 मध्य पद हैं। (४४) में 5 और 50 सिरों के पद हैं तथा 25 और 30 
मध्य पद हैं। 
प्रत्येक उदाहरण में सिरों के पदों का गुणनफल क्या है ? मध्य पदों का गुणनफल क्या है ? हम 
देखते हैं कि एक समानुपात सें सिरों के पदों का गुणनफल, सध्य पदों के गुणनफल के बराबर होता है। 
दूसरे शब्दों में 
यबि ८: ४-5० : ८ हो, तो ८६४८-४८ 
3 45, 75 समानुपात में हैं। इसमें सिरों के पदों का गुणनफल क्या हैं? मध्य पद का वर्ग क्या 


उदाहरण 4: किसी समानुपात के पहले तीन पद क्रमशः 25, 0 और 5 हैं। चौथा पद 
जशञात कीजिए । | 

हल: आइए अज्ञात चौथे पद को & से व्यक्त करें। तब, 25, 0, 5, », समानुपात में हैं। 

अब हम पहले बताए गए गुण कि सिरों के पदों का गुणनफल मध्य पदों के गुणनफल के बराबर 
होता है, का प्रयोग करते हैं । 

इस प्रकार, 25न्‍5-50 

यह एक समीकरण है जिसे सरलता से हल किया जा सकता है। हम दोनों पक्षों को 25 से भाग 
देते हें और इस' प्रकार हमें ४--6 प्राप्त होता है। ' | 

अतः समानुपात में चौथा पद 6 है। | 
[विद्यार्थी को चाहिए कि वह जाँच करे कि 25, 0, 5, 6 वास्तव में समानुपात में हैं। दूसरे शब्दों 
में, यह कि क्या 25: 05-5: 6 है ?] ४ 

उदाहरण 5: यदि 2, ४, 8, 4 समानुपात में हो,तो » ज्ञात कीजिए । 

हल : समानुपात के लिए, निदचय ही, न्‍ 

92 ]45:%>< 8 
या, 68+-- 82 | न है 

दोनों पक्षों को 8 से भाग देने पर, हमें £--27 प्राप्त होता है। [जाँच कीजिए कि क्या 

2: 25-8 : 4 है ? ] | ४ के | 
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. जाँच कीजिए कि निम्न में से प्रत्येक में सिरों के पदों का गुणनफल, मध्य पदों के गुणनफल 
के बराबर है: 
() 35: 5 5-4 : 6 
(४) 2: 8 5 54 : 2] 


(४) 4:8 -+58:१6 
०, क्‍या निम्न संख्याओं के समुच्चय समानुपात में हैं ? 
($) 24, 45, 8, 30 (7) 5, 6, 20, 8 
(४) 49, 45, 4, 70 (५४) 00, 750, 50, 75 
(ए ) 33, 44, 66, 88 (०) 350, 200, 2580, 300 


3, (क) कया 2: 8:54 : 2 है ? 
(ख) क्या 63: 45:528 : 20 है? 
4. निम्त समानुपातों के पदों का ही प्रयोग करते हुए प्रत्येक के लिए कम से कम एक अन्य समानु- 
पात लिखिए : 
(3) 30:45556 : 24 
(४) ॥5: 455-:45 : 35 
5. यदि 6, 8, », 5 समानुपात में हों, तो » ज्ञात कीजिए । 
6, किसी समानुपात के दूसरे, तीसरे और चौथे पद क्रमश: 44, 6 और 8 हैं। पहला पद 
ज्ञात कीजिए | 
7. एक स्कूल के पुस्तकालय (607०/9) में भौतिकी (#/४४४८) की पुस्तकों की संख्या 
का गणित (॥४6//४॥76४०४) की' पुस्तकों की संख्या से वही अनुपात है जो गणित की पुस्तकों की 
संख्या का रसायन (८/#४7779) की पुस्तकों की संख्या से अनुपात है। यदि वहाँ गणित की 480 
पुस्तकें और रसायन की 640 पुस्तकें हों, तो भौतिकी की पुस्तकों की संख्या ज्ञात कीजिए । 
8, यदि 8: 3:24: » ही, तो » ज्ञात कीजिए । 
9. यदि 9: 4753 : (-- 2) हो, तो » ज्ञात कीजिए । 


9.3 अनुक्रमानुपात 


निश्वय ही आपने ऐसे कथन सुने होंगे कि जितना कोई व्यक्ति भारी होगा उतना ही अधिक 
उसको दिल का दौरा पड़ने की संभावना है', अधिक कमाओगे तो अधिक खर्च करोगे", जितना तुम 
अधिक कार्य करोगे उतनी ही अधिक देश की उद्यति होगी'। उपर्युक्त कथनों को निश्चित रूप से सर्देव 
ठीक नहीं कहा जा सकता। परत्तु प्रत्येक कथन में दो राशियाँ संबद्ध हैं। ये हैं व्यक्ति का भार, दिल 
का दौरा पड़ने की संभावना; आय, व्यय ; इत्यादि जो कि इस प्रकार आचरण करती हैं कि या तो ये साथ 
साथ बढ़ती हैं या साथ साथ घटती हैं। 
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आइए एक रेलगाड़ी पर विचार करें जो कि 50 किलोमीटर प्रति घंटे की समान चाल से चली 
जा रही है। अब हम देखते हैँ कि इस उदाहरण में दो राशियाँ समय और दूरी किस: प्रकार संबंधित 
है। हमारे पास समय और दूरी की निम्न सारणी है 





“घंटों में समय | ] | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 । सती 
क्रिमी में दूरी । 50 | 00 । 50 | 200 | 250 | 300 | 350 
58 अह >2रीलिकल हक का 4० करनी नल ++त >नल न ननतननननन >ननन नम पन55 व +ज>मनन मं न>> नर न ५ ६ 3++२० ०२-८० 


हम देखते हैं कि 
() तथ की गई किन्हीं दो दृरियों का अनुपात वही है, जो तदनझूपी समयों का है। 
उदाहरणार्थ,, 50:005: 2 या 50: 250 . ।:5 या 
50: 3350-53: 7 
(2) तय किए गए किलोमीटरों की संख्या' और घंटों की संख्या का अनुपात सदैव समान रहता 


है। 
(3) दोनों राशियाँ, दूरी और समय, एक साथ बढ़ती या घटती हैं। दूसरे शब्दों में, ये एक 
साथ परिवर्तित होती हैं । 


हम कहते हैं कि दोनों राशियां दूरी और समय अनुकमानुपाती (०८०) ८/८८३) हैँ या यह 
कि ये अनुक्रमानुपात (## (66 एव77०४०४) में हैं । हम कभी कभी यह भी कहते हैं कवि तथ की गई 
दूरी समय के अनुकसानुपाती है या यह कि दूरी का समय से अनुकमानुपात (८६/ह४ |#70/॥/०४) 
है। इस प्रकार, दो राशियाँ » और ) अनक्षमानुपात में कहलाती हैं यदि « और 9 के तदभुरूपी मानों 
के लिए अनुपात ५;.) एक ही रहें। हम यह भी कहते हैं कि &, » के अनुऋमासुपाती है सा यहू कि 
» का 9 से अनुक्रमानुपात है। हम इसे » 5४7 लिखते हैं जबकि यहाँ & आनुपातिकता स्थिरांक 
(८शाउंदा। ता 7०00७४/०॥4(६४) है। एक दिए प्रशइन के लिए, हम # का मान, प्रश्न में दिए हुए 
ब्याौरे से ज्ञात कर सकते हैँ, जेंसा कि नीचे उदाहरण । में दिखाया जा रहा है। 

उदाहरण : एक तार के दुकड़े से बहने वाली धारा (४४7४४), पसिरों के विभावांतर 
(#०धाधंव! ८[[॥०४८०) के अनुक्रमानुपाती है। यदि विभावांतर 20 बोल्ट (००/8) है तो 
धारा 6 ऐम्पियर (०६४४४) है। 0 ऐम्पियर की धारा के लिए कितने विभावांतर की आवश्यकता 
होगी ? 

हल : माना ८ ऐम्पियर में धारा व्यक्त करता है तथा #, वोल्ट में विभवांतर। साथ ही, माना 
कु 00029: पातिकता स्थिरांक है। तब, प्रइन के पहले वाक्य के अनुसार ८८:/। दूसरे वाक्य में यह्‌ 
ब्यौरा है कि जब /<-20 बोल्ट है तो ८-56 ऐम्पियर है। इस ब्यौरे से हमें & ज्ञात करने में 
सहायता मिलती है। इस प्रकार, 

652८ 20 
या, ४ <6-- 20 
अतः अब ८ और / के संबंध को निस्‍्न प्रकार लिखा जा सकता है : 
८नू (6--20) /£ 


94 ग्रणित 


प्रश्नावली 9.4 


रु 


!. निम्न सारणियों में #' के स्थान पर उपयुक्त संख्या भरिए जबकि प्रत्येक में &, 9 के 
व्युत्कमानपाती है। 


() 


अ्जाजजजपाभपपा या 





दि | 36 | 72 | नै | ६ 
ही । 48 । कः । . १6 । !2 | 

3 | 50 | 75 । कं । 50 ! हर 
॥ 


2. », )' के व्यूत्कमानुपाती है तथा जब #9--240 तो ४--2 है 
(४) जब ४536 हो तो 9 ज्ञात कीजिए 
(॥) जब ॥--48 हो तो & ज्ञात कीजिए । 

3, यदि 40 किलोमीटर प्रति घंटा की चाल से एक नियत दूरी को तय करने में 7 घंटे लगते 
हैं तो उस दूरी को 5 घंटे में तय करने के लिए हमें किस चाल से चलना चाहिए ? 

4. एक विद्यार्थी अपने जेव खर्च में से 2 हास्य पुस्तिकाएँ, जिनमें से प्रत्येक का मूल्य 2,00 रु० 
है, खरीदने के लिए पर्याप्त धन राशि बचा लेता है। अब वह इनके स्थान पर कुछ उपन्यास खरीदने 
का निरचय करता है। यदि प्रत्येक उपन्यास का भूल्य 3.00 ₹० हो तो वह कितने उपन्यास खरीद 
सकता है? 

5. एक ठेकेदार यह अनुमान लगाता है कि वह्‌ किसी काम को 7 आदमियों की सहायता से 6 
दिन में पूरा कर सकता है। बाद में उसे ज्ञात होता है कि उसे इस काम के लिए 3 आदमी ही मिल सकते 
हैं। अब उसे इस काम को पूरा करने के लिए कितने दिन लगेंगे? 

6, 5 भादमी एक मेड़ अर्थात्‌. चहारदीवारी 4 दिन में बना सकते हैं। यदि इस काम के 
लिए 7 आदमी नियुक्त किए गए हों तो ज्ञात कीजिए कि चहारदीवारी कितने दिन में बन जाएगी? 

7. 6 नल्र एक टंकी को 2 घंटे में खाली कर सकते हैं। यह ज्ञात होता है कि इनमें से 4 नल 
घराब पड़े हैं। शेप बचे हुए 2 नलों को टंकी खाली करने में कितता समय लगेगा? 

8. भौतिकी में हम पढ़ेंगे कि खींची गई डोरी की कम्पन आवृत्ति (४/874०/0% ०६४४9) 
उसकी लम्बाई के व्यूत्कमानूपाती है। 00 सेमी लम्बी एक डोरी को खींचने से उसमें 240 कम्पन 
पति सेकन्ड की आवृत्ति होती है। यह मानते हुए कि प्रत्येक दशा में डोरी को खींचने के लिए एक 
गा बल लगाया जाता है, ज्ञात कीजिए कि 

() इसी प्रकार की 80 सेमी लम्बी डोरी की कितनी आवृत्ति होगी ? 


(8) 400 कम्पन प्रति सेकन्ड की आवृत्ति के लिए इस प्रकार की कितनी लम्बी डोरी की 
गवश्यकता होगी ? 
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9.5 प्रतिशततां 
मनी ने अपनी अर्धवा्षिक परीक्षा में विभिन्न विषयों में निम्न अंक प्राप्त किए : 














हा पंजाबी भौतिक | सामाजिक 

अंग्रेजी पंजाबी | गणित विज्ञान | विज्ञान 
अधिकतम अंक 50 00 50 90 80 
प्राप्तांक 35 82 90 72 76 


क्या हम देखकर यह बता सकते हैं कि मनी ने किस विषय में सबसे अच्छे अंक प्राप्त किए तथा किस 
विषय में सबसे खराब अंक प्राप्त किए ? नहीं! 
आइए प्रत्येक विषय में प्राप्तांक का अधिकतम अंक से अनुपात लिखें। अब हमें 7: 0, 4: 50, 
3: 5, 4: 5 तथा 9 : 20 प्राप्त होता है। क्‍या अब देखकर मनी के विभिन्न विषयों के पारस्परिक 
कार्यो के बारे में कुछ कहना'संभव है। पुनः , नहीं ! 
आइए अब प्रत्येक अनुपात: को थोड़ा दूसरे रूप में लिखें। हम 7: 0 को 70: 00, 4 : 50 
को 82: 00, 3: 5 को 60:00, 4: 5 को 80: 00, 9: 20 को 95: 00 लिखते हैं। 
यह देखकर ही सरलता से बताया जा सकता है कि मनी ने सामाजिक विज्ञान में सबसे अच्छा काम 
किया, गणित में सबसे खराब काम किया; तथा यह कि उसका दूसरा अच्छा कार्य पंजाबी में था । 
अतः हम देखते हैं कि यदि कई अनुपातों का दूसरा पद 00 हो तो इनकी बड़ी सरलता से तुलना 
की जा सकती है। वह अनुपात जिसका दूसरा पद 00 हो, प्रतिशतता कहलाता है। हम, उदाहरणारथे, 
70: 00 को 70 प्रतिशत* (/% ८९४४) या 70% लिखते हैं। 
इस प्रकार 5%/55: 00 या 3: 20॥ 
उदाहरण : निम्न प्रतिशतों को सरलतम रूप के अनुपातों में व्यक्त कीजिए : 
() 48% (४) 05% 
एल: (४) 48% 48: 00 अर्थात्‌ 42: 25 
(४) 05%5705 : 00 अर्थात्‌ 2 : 20 
स्दाहुरण 2: निम्न का मान ज्ञात कीजिए : 
(7) 50 5० का 2% (४) 0 मीटर का 30% 
हुल : (४) 50 रु० का गा 72: 00) >( 50 रु० 
2--00) >( 50 रू०-56 २० 
(४) 0 भी का 30% 55 (30--700) »(70 मी 
*ू3 मीटर 


*शब्द पर सेंट' लेटिन भाषा के शब्द पर सेंट्मभा (##८८४४॥४) का संक्षिप्त रूप है जिसका अर्थ है प्रति 
पैफड़ा । प्रतिशत व्यक्त करने के लिये संकेत “ % * का प्रयोग किया जाता है। 
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. निम्न प्रतिशतों को सरलतम रूप के अनुपातों में व्यक्त कीजिए : 
(४) 20% (४) 30% (78) 24% 
(7०) 95% (५) 450% 


2, निम्न का मान ज्ञात कीजिए : 
() 700 रु० का 20%, 
(॥) 800 का 75% 
(४70) 200 गैलन का 35% 
(7९) 20 मीदर का 20% 
(५) 70 का 30% 
3, अपने माल को निकालने के लिये एक दुकानदार 5% की छूट की घोषणा करता है। 
40.00 ₹० के माल पर कुल छूट ज्ञात कीजिए । 
4. एक बीमा ऐजेन्ट जितना प्रारम्भिक प्रीमियम इकट्ठा करता है उस पर' उसे 8% का कमीशन 
408 है। यदि उसने एक छः मास के काल में 4500 रु० इकट्ठा किए तो उसका कमीशन ज्ञात 
ए। 
5. एक स्कूल में सन्‌ 975 की अपेक्षा 976 में विद्याथियों की संख्या 2% बढ़ गई। 
975 में स्कूल में कुल 400 विद्यार्थी थे। बताइए कि 976 में कितने विद्यार्थी हैं ? - 
*6, एक आदमी 25000 २० छोड़कर मरता है। इसका 30% दान में तथा शेष उसके दो 
घर्चों में समान रूप से बाँट दिया जाता है। दान में तथा उसके प्रत्येक बच्चे को दी जाने बाली घन राशियों 
ज्ञात कीजिए। 
7. सन्‌ 97! की जनगणनानुसार, भारत के 2640 शहरों में से 5% की जनसंस्या कम से 
कम । लाख थी। ऐसे शहरों की संख्या ज्ञात कीजिए । ४ 
8, किसी वर्ष विशेष में वैज्ञानिक अनुसंधान (उ्ंधााए ८ 725८4/४/) के 300 करोड़ स्मयों के 
कूल बज में से (लगभग ) 36 करोड़ रुपये परमाणु ऊर्जा विभाग (40% ###2» /06 | 


//८/9/2४ ) 
कक गए। दी गई इस धन. राशि को वैज्ञानिक अनुसंधान के कूल बजट के प्रसिक्षत के रूप में व्यक्त 
ए्‌। ;क्‍ 


»6 लाभ और हॉनि 


दुकानदार या तो सीधा निर्माता (छक्धाष्/८/०४) से या फिर किसी थोक विक्रेता (८४४08- ' 
८६) की मार्फत माल खरीदता है। वह इस माल का कुछ मूल्य देता है। इस मूल्य को उसका 
हुये मूल्य (००४ #77:८) कहते हैं। फिर वह इस माल की ग्राहक को बेचता है। वहू जिस मूल्य 
र माल बेचता है वह उसका विक्रय मूल्य (3०/४४४ ४४८८४) कहलाता है। 
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थवि विक्रम मूल्य, क्रम मूल्य से अधिक हो तो दुकानदार को लाभ (/7९॥) होता है। परन्तु यदि 
विक्रय मूल्य, क्रय भूल्य से कम् हो तो दुकानदार को हानि (/055) होती है। 
दूसरे छब्दों में, 
लाभ+>-विक्रय मूल्य-क्रय मूल्य 
हानि >क्रय मूल्य--विक्रय मूल्य 
लाभ या हानि प्रायः क्रय मूल्य के प्रतिशत रूप में व्यक्त की जाती है। उदाहरणार्थ, यदि कोई 
दुकानदार 0.00 ० में एक पुस्तक खरीदकर उसे 2.00 रु० में बेचे तो वह 0.00 रु० लगाकर 
2.00 र० का लाभ प्राप्त कर लेगा । अतः क्रय मूल्य के प्रतिशत के रूप में यह लाभ ( 2--0) » 00% 
अर्थात्‌ 20% है। आइए कुछ और उदाहरण लें। 
उदाहरण 4: एक दुकानदार ने एक रेडियो सेट, जिसका क्रय मूल्य 500.00 रु० था, 550.00 
२० में बेचा। क्रय मूल्य के प्रतिशत के रूप में उसका लाभ ज्ञात कीजिए । 
हल : लाभ ++विक्रय मूल्य-क्रय मूल्य -- 50.00 रु० 
अतः उसने 500.00 रु० के क्रय मूल्य पर 50 ₹० का लाभ प्राप्त किया । 
क्रम मूल्य के प्रतिशत के रूप में व्यक्त करने पर, यह लाभ (50-२7 500) ६ 00% अर्थात्‌ 
40% है। | 
दूसरे शब्दों में, दुकानदार ने 0% का लाभ प्राप्त किया । 
उदाहरण 2: एक पुस्तक विक्रेता ने एक पुस्तक की 400 प्रतियाँ 20% के लाभ पर बेचीं। 
यदि उसे एक पुस्तक की लागत 0.00'रु० आई हो, तो 400 प्रतियों का विक्रय मूल्य ज्ञात कीजिए । 
हल : लाभ -++0.00 रु० का 20% 
न्‍न (20-700) >< 70,00 रु० 
४६६2.00 २० 
इस प्रकार, विक्रय मूल्य 0.00 रु० +-2,00 रु० 5८2,00 रू० 
अतः 400 प्रतियों का चिक्रय मूल्य +-(2.00 ०) ८ 400 
२२4800.00 रु० 
दूसरे शब्दों में, पुस्तक विक्रेता ने 400 प्रतियाँ 4800.00 र० में बेची । 
उदाहरण 3: एक मेज़ 20% के लाभ पर 480.00 ० में बेची गई। 
मेज़ का क्रय मूल्य ज्ञात कीजिए । 
हल : माता रुपयों में मेज का क्रय मूल्य » है। 
तब 480ल्‍5+*-+-#» का 20% 
या, 48055४+- (20--00) २६ # 
अर्थात्‌, 480 ल्‍5४+- (7-:: 5) #& 
दोनों पक्षों को 5 से गुणा करने पर, 
4802८ 555 छ-- 5 (7-5) ४ 
या, 240055 5&--2>२ 62 
इस प्रकार, ४5400 
दूसरे दाब्दों में, मेज़ का क्रय मूल्य 400.00 रु० था। 
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. एक फल विक्रेता ने एक फलों की टोकरी, जिसकी लागत 200.00 रु० थीं, 5%के लाभ 
पर बेची । उसका वित्रय मूल्य ज्ञात कीजिए । 

2. एक पुस्तक की 00 प्रतियाँ, जिनमें से प्रत्येक का मूल्य 8,00 रु० है, 864,00 २० में बेची 
जाती हैं। उन पर लाभ या हानि ज्ञात कीजिए और उसे ऋय मूल्य के प्रतिशत के रूप में व्यक्त कीजिए । 

. 3, एक व्यापारी ने एक पुरानी टाइप की मशीन 000.00 रु० में खरीदी। उसने, उसकी 
मरम्मत पर 200.00 रु० व्यय किए और फिर उसे 0% के लाभ पर बेच दिया। ठाइप की मशीन 
का विक्रय मूल्य ज्ञात कीजिए । 

[संकेत : मरम्मत भी लागत का ही भाग है ।] 

4. एक कपड़ा विक्रेता ने 20 साड़ियाँ 20.00 २० में बेची और इस प्रकार 2% का लाभ 
प्राप्त किया। प्रत्येक साड़ी का क्रय मुल्य ज्ञात कीजिए । 

5. एक दुकानदार ने कुछ माल 6% के लाभ पर 4240.00 ० में बेचा । उसका कुल लाभ 
ज्ञात कीजिए । * 

6. कोई फर्नीचर 820.00 २० में बेचा गया। दुकानदार ने बताया कि उसने इस पर 0%, 
का लाभ प्राप्त किया है। फर्नीचर का क्रय मूल्य कितना है ? 

*7. एक स्वर्णकार ने थोक विक्रेता से 00 ग्राम सोना 5400.00 ९० में खरीदा जिससे थोक 
विक्रेता को 83% का लाभ हुआ। फिर स्वर्णकार ने यह सोना 0% के लाभ पर बेच दिया। ज्ञात 
कीजिए : 

() प्रति 0 ग्राम, स्वर्णकार का विक्रय मूल्य । 
(॥) स्वृणेंकार और थोक विक्रेता के क्रमशः प्रति 0 ग्राम विक्रय मूल्य और क्रय मूल्य का 
अंतर। 
8, एक व्यक्ति ने एक भूमिखंड 5% के लाभ पर बेचा। यदि कूल लाभ 4500.00 २० हो, 
तो भूमिखंड का विक्रय मूल्य ज्ञात कीजिए । 


9.7 साधारण ब्याज 


जब हम, माल लीजिए, किसी बेंक से रुपया उधार लेते हें तो हम निर्दिष्ट अवधि के बाद न केवल 
उधार लिया हुआ रुपया ही वापिस करते हैं वल्कि बेंक के रुथयों का प्रयोग करते के वदले में कुछ 
प्रतिरिक्त धन राशि भी देते हैं। जो रुपया हम उधार लेते हैं वह मूलधन (#/3॥०४/८)) कहलाता है। 
गो अतिरिक्त धन राशि दी जाती है बढ़ ब्याज (7४/४०४) कहलाती है और यह एक वाधषिक दर प्रतिशत 
बह #ढ/ दशा #॥ ७॥॥8॥) जैसे कि 5" वापिक, के आधार पर दी जाती है। इसका कर्थ है कि एक 
र्ष के लिए उधार लिए गए मूलभत 00 २० पर व्याज मूलधन का 5% अर्थात्‌ 5.00 र० होगा। 
नदिष्ट अवधि के बाद हम जो कुल रुपय्रा वापिस करते हैं वह मिश्रघन (०॥४॥८॥४) कहलाता है। 
मम देखते हैं कि उपर्यूबत उदाहरण में मिश्रथत 05.00 रु० है। स्पष्ट है कि 
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मिश्रथन -- मुलधन--ब्याज 

अर्थात्‌ 4+-#+र्र 

अब, हम 2 किस प्रकार ज्ञात करते हैं ? 

आइए (ब्याज की) दर को » से तथा वर्षों में समय (रुपया उधार लेनी की अवधि) को £ से 
व्यक्त करें। तब, वर्ष के लिए />+/#, अतः ४ वर्षों के लिए 4, /४४ होगा । इस प्रकार, हमें / ज्ञात 
करने के लिए एक सूत्र (/श#%/4) 25/#४ प्राप्त हो जाता है। 

अब हम उपर्युक्त सूत्रों का कुछ उदाहरणों में प्रयोग करेंगे । 

उदाहरण : 000.00 रु० का 5% की दर से 3 वर्ष का ब्याज ज्ञात कीजिए 

हल : यहाँ, /-000,00 रू०, # 55% 5--(5--00), 7८ 3, 

इस प्रकार, 7>- (000) » (5--00) »< 3 अर्थात्‌ 750.00 रु० 

उदाहरण 2: 3000.00 रु० के मूलधन पर एक वर्ष का 240.00 ० ब्याज दिया गया। ब्याज 
की दर. ज्ञात कीजिए । 

हल : यहाँ /5-3000 रु०, 25240 रु०, ई-८], #रसर 

माना ब्याज की दर /, ५% वापिक है। 

तब, 240- :3000% (+-00) 

अर्थात्‌, (क्यों?) 

अंतेः,7 

उदाहरण 3: यदि 0% वापिक की दर से एक वर्ष का ब्याज 400.00 रु० हो, तो मूलधन 
ज्ञात कीजिए । । 

हल : यहाँ, #-८?, /.-- 400,00 ०, # +६0% 55 (0-700), />57] 

इस प्रकार, 400 5/(0--700) 

अतः,# 54000,00 २० 


प्रन्‍नावली 9.7 


3. 500.00 रु० का एक ऋण (/०४४) एक वर्ष वाद वापिस कर दिया जाता है। यदि 
ब्याज की दर 5% वापिक हो तो मिश्रधन ज्ञात कीजिए । 


2. 6९(बापिक ब्याज की दर से लगाई हुई 200.00 रु० की धन राशि का वापिक ब्याज 
ज्ञात कीजिए।  5वर्ष का कितना ब्याज होगा ? 
3. किसी व्यक्षित ने एक स्कूल को 500.00 5० दान में दिए जिसके ब्याज से प्रति वर्ष समान 


मूल्य के चार पुरस्कार दिये जाते हैं । यदि इस दान पर 2% वापिक ब्याज मिलता हो तो प्रत्येक पुरस्कार 
का मुल्य ज्ञात कीजिए 
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4. 2000.00 ₹० का एक ऋण 0% वार्षिक की दर से लिया जाता है। 3 वर्ष बाद कितने 
ये वापिस करने पड़ेंगे ? 
[संकेत : पहले वाषिक ब्याज ज्ञात कीजिए.!] 
5. एक कंपनी अपने यहाँ जमा धन राशि पर, जबकि यह जमा न्यूनतम 5 वर्ष के लिए हो, 4% 
देती है। 2500.00 रु० की जमा धन राशि पर वाधिक ब्याज ज्ञात कीजिए। यदि कोई व्यक्ति 
500.00 र०, 7 वर्ष के लिए जमा कराए तो उसे कितना मिश्रधन मिलेगा ? 
हि 6. ॒ 00.00 रु० के ऋण पर ब्याज दर ज्ञात कीजिए जबकि एक वर्ष बाद मिश्रघन 3880.00 
' हो जाता है। 


एकक-- के 
तल में आपतन गुण 


0.4 भूमिका: 


बिंदु. (#0%85), रेखाएँ (6) और तल (#/688) ज्यामिति के आधारभूत अवयव 
हैं। आप पिछली कक्षाओं में इनके विषय में पढ़ चुके हैं। इस एकक में हम इस प्रकार के प्रश्नों पर 
विचार करेंगे जेसे कि : एक दिए हुए बिदु से होकर कितनी रेखाएँ खींची जा सकती हैं ? दो दिए हुए 
बिंदुओं से होकर कितनी रेखाएँ खींची जा सकती हैं? दों,दी हुई रेखाओं में कितने बिंदु उभयनिष्ठ 
(८॥॥॥४४॥) हैं? इन प्रश्नों के उत्तर देने में हमें बिंदुओं और रेखाओं में जो सम्बन्ध प्राप्त होते हैं, 
वे तल में आपतन गुण (6460८ |#0/2४४6 #॥ /॥४ /४८॥४), कहलाते हैं। 


. आइए पहले तल, रेखाओं और बिंदुओं की कुछ महत्वपूर्ण विशेषताओं का पुनरावलोकन करें। 


0.2 तल, रेखाएं और बिदु 


0.2.7 तल की मुख्य कल्पनां यह है कि यह एक सपाट (/८४) सतह है जो सभी दिज्ञाओं में 
असीमित रूप से विस्तृत है। किसी मंज़ की ऊपरी सतह, कागज़ का सपाट पन्ना इत्यादि तलों के कुछ 
उदाहरण हैं। कमरे का फर्श, निशचल अवस्था में तालाब में पाती की ऊपरी सतह आदि तलों के अन्य 
उदाहरण हैं। इनमें से प्रत्येक उदाहरण में यह कल्पना की जाती है कि सतह असीमित रूप से विस्तृत है। 
साथ ही, तल की लम्बाई और चौड़ाई तो होती है परन्तु कोई मोटाई नहीं होती । क्योंकि कोई भी तल 
असीमित रूप से विस्तृत होता है, अतः किसी आकृति में पूर्ण तल को दिखाना संभव नहीं है। और इसी 

.कारण हम किसी तल को उसका एक सीमित भाग जैसे आयत या समांतर चतुर्भुज, आदि खींचकर दर्शाते 
हैं। तल को उस पर स्थित तीन या अधिक बिदुओं द्वारा नामांकित किया जाता है जैसे कि (2८ अथवा 
4967। 


0.2.2 रेखा में मुख्य कल्पता है उसका सीधापन (४/८४॥४४5) तथा यहु कि उसका लम्बाई के 
अनुदिश्य दोनों दिज्ञाओं में असीमित रूप से विस्तार है। 


रेखा की केवल लम्बाई होती है परन्तु उसकी न तो कोई चौड़ाई होती है और न ही मोटाई । दो 
व्यक्तियों द्वारा सिरों से पकड़कर, कसकर खींची गईं कोई पतली डोरी (देखिए आकृति 0.) रेखा 
के एक (सीमित) भाग का उदाहरण है। 
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अपहाति 390.8: रेहा के उदाद्रण के रूप में तती हुई डोरी 


आइए, एक कायज़ का पन्ना लें और उसे मोड़कर 
नों भागों को परस्पर दबाएँ। कागज पर मोड़ का 
शान (४४०५८) पड़ जाता है। यदि अब हम कागज 
' खोल दें तो हमें यह भोड़ का निशान दिखाई देता' 
(देखिए आकृति 0.2). यह रेखा के भाग का 
; अन्य उदाहरण है। 





पु 
आकृति 0.2 रैखा का उदाहरण 


हे चूँकि रेखा की लम्बाई असीमित है, हम इसे किसी आकृति में पूर्णतया नहीं दिखा सकते । इसलिए 
' रेखा को उसका एक सीमित भाग खींचकर दर्शाते हें। जैसा कि आकृति 0,3 में दिखाया गया है । 


! ऑ[०--+कपल०+प_णकसपर न मापा बा पादप राम सनम फप कण पर फ मम नि, 
थै $। 
आकृति 0,3(रैखा 42 


रेखा को उस पर कोई भी दो बिंदु लेकर या एक छोटे अक्षर द्वारा नामांकित किया जाता है जैसे कि 
/ याओ £ः 


2-3 बिंदु में मुख्य कल्पना यह है कि न तो इसकी कोई लम्बाई होती है, न कोई चौड़ाई और न ही 
'मोटाई। बिंदु को एक बड़े अक्षर जैसे कि 4 या # या 2? इत्यादि द्वारा नामांकित किया जाता है 


ली पेंसिल से कागज पर बनाया गया चिन्ह, किसी पिन से कागज्ञ में किया गया छेंद, आदि 
दाहरण हैं । 


च्क 


सल में आपतन गुण 03 


यदि हम किसी कागज के पन्ने को मोड़कर £# 
दोनों भागों को परस्पर दवा दें तो एक मोड़ का ४ 
निशान बन जाता है। मान लीजिए यह 472 है। «४ 


अब यदि हम पहले मोड़ के निशान की : 
विपरीत अवस्था में एक दूसरा मोड़ का मिशास 
हनाएँ तो दोनों मोड़ के तिशान एक दृरूर को 
माल! 2 पर काठते हैं (देंषि८ आरृदि ।0,59 ! 


4५ 





का! 2९० है 


५ कह भा 580 हि 
हा ्ब ध् ५ 





बाहदि १3. ..४हु का रिन्र 


20 3 एहला अधतत गुण 


की 
नए, जप दीएए जो हा हों ५ 
न चेक ४१5४ 


, अप व नमो अजगर हट 


का के मै गज गण दोए आपश एके ड्वाइप कार पर दो ड्राइंग 
लियशायाएं। दाना इच फोजी (फिों ) के कद 4 और £ पर हैं। हम पह मान लेते हैं कि / और # दीवार 
अथवा ड्राईय बोर्ड के तल में दो बिंदु निरूपित करते हैं । आइए, अब, एक पतली डोरी लें और उसके एक 
सिरे को 4 पर स्थित फील (अथवा पिन) से बाँध दें। अब हम डोरी को तल के जितने समीप संभव हो 
पके रखते हैं मोर किसी एक दिशा में खींचते हें। माना यह दिश्या 4८ है। [देखिए आकृति 0,5 (3)] 





(४) (४) 


आकृति 0.5 


आइए. कल्पना करें कि डोरी का दोनों दिल्लाओं में असीमित विस्तार है जैसा कि आकृति 0.5 (॥) में 
बिदुंकित बिन्‍्हों द्वारा दर्शाया गया है। तब यह एक रेखा निरूपित'करती है जिसमें बिदु 4 अंतर्निहित है 
अर्थात्‌, जो बिदु 4 से होकर जाती है। स्पष्ट है कि डोरी की ऐसी कितनी भी स्थितियाँ हो सकती हैं । 
अतः हम बिंदु 4 से होकर कितनी भी रेखाएँ खींच सकते हें । 
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अब हम डोरी को तना हुआ रखते हुए उसे 4 पर स्थित कील के चारों ओर तब तक घुमाते हैं 


। तक कि वह 3 पर स्थित कील को न स्पशशे 
' ले दिखिए आकृति 0.5 (#)]। डोरी की 
तै किंतनी स्थितियाँ संभव हैं? स्पप्ट है कि 
ले एक स्थिति संभव है। आइए डोरी को 
पर बॉधकर इस प्रयोग को दोहराएँ। हम 
सी को तना हुआ रखते हुए # के चारों ओर 
तक धुमाते हैँ जब तक कि वह 4 को स्परं 
कर ले। हमें पुत: डोरी की एक ही ऐसी 
पति प्राप्त होती है। वास्तव में, .| और 
बीच में डोरी का तना हुआ भाग दोनों दशशाओं 
एक ही स्थिति धारण करता है। यह दोनों 
हुओं / और 2 से होकर जाने वाली एक रेखा 
हपित करता हैं। अतः हम अपने प्रयोग से . , 
ते हैं कि दो बिंदुओं से होकर एक और केबल 

; है! रेखा खींची जा सकती है। 


पुनः आइए एक कागज के पन्‍्ते पर उसके तल में 
घिंदु निरूषित करने के लिए दो चिन्ह / और 8 
कत करें। आइए अब कागज को इस प्रकार मोड़ें 
मोड़ का निशान 4 से होकर जाए। ऐसे हम कितने 
इ के निशान बता सकते हैं ? स्पप्ट है हम जितने 
हैं उतने मोड़ के निशान बना सकते हैं। इसी प्रकार, 
# से होकर भी जितने चाहें उतने मोड़ के निशाव 
। सकते हैं। इनमें से कितने मोड़ के निशान 4 और 
दोनों से होकर जाते हैं? स्पप्ट है, एक और केवल 
' (देखिए आकृति 0.6)। चूँकि हमने कागज में 
ने भी मोड़ के तिशान बनाएँ हैं वे सभी या 2 
गेकर जानेवाली रेखाएँ निरूपित करते हैं, अतः हम 
: देखते हैँ कि दी 


ता 


८ रौ 


जमे 


आह्ृति 0.5 (7) 


25 


रो 


०८० 


आकृति 0.6 


बिंदुओं 2 और #2 से होकर एक और केवल एक ही रेखा खींची जा सकती है । 


उपर्युक्त दोनों ही प्रयोगों में हम देखते हुँ कि दो बिंदुओं से होकर जाने वाली रेखा उस तल में 


त्या स्थित है जिसमें कि दोनों विद स्थित है। 


संक्षेप में, हमने देखा कि किसी तल में स्थित दो भिन्न बिंदुओं से होकर ठीक (८४४०४) एक रेखा 
बरी जा सकती है। यह रेखा पूर्णतया तल सें स्थित होती है। हम इसे आपतन का पहला गुण 


पर४ सिलांबंशा८९ 270९६) कहते हैं । 


इसी गुण के कारण हम किसी रेखा को, जैसा कि हम अनुच्छेद 0. 2. 2 में पहले ही बता चुके हें 


पर स्थित कोई भी दो विदु (उदाहरणार्थ, 4 और 


2) लेकर नामांकित कर सकते हैं। 


तद में पतन गुण 0$ 


व्यावहारिक रूप में हम दो बिदुओं 4 और # से होकर रेखा निम्न प्रकार खींच सकते हैं: हम 
कागज़ पर दो बिंदु 4 और # अंकित कर लेते हैं और फिर कागज पर एक सीधे कितारे वाला रूलर 
(5॥#4/2/8 ०वँ१रर्व 2४3 इस प्रकार रखते हूँ कि दोनों चिन्ह उसके किनारे के अनुदिश स्थित हों। 
इसके बाद एक नुकीली पेंसिल को रूलर के किनारे के सहारे सहारे चलाकर हम कागज़ पर रेखा 
खींच लेते हैं। हम इस रेखा को ४# से नामांकित कर सकते हें। 
0.4 हुसरा आपतन गुण 
आइए, पुनः एक कागज का पन्‍्ता लें और इसमें एक बार मोड़ का निशान बनाने के बाद कागज 
को खोलकर दूसरा भोड़ का निशान बताएँ और कागज को खोल लें। थे मोड़ के निशान कागज 
के तल में दो रेखाएँ निरूपित करते हैं। मान लीजिए ये / और # हैं। आइए हम यह भी कल्पना 
करें कि इन मोड़ के निशानों का उनकी लम्बाइयों के अनुदिश दोनों दिशाओं में असीमित विस्तार हो 
सकता है। तब दो स्थितियाँ हो सकती हैं। या तो मोड़ के निशान ह 
(४) परस्पर काठते हैं दिखिए आकृति 40,7 (#)| या 
(४) कभी नहीं काठते [देखिए आकृति 70.7 (४)] 


॥/ 
कब ? 


न र ल 
है 


हि स गीत न न 
() त) 
आकृति 0.7 

() में मान लीजिए कि मोड़ के निशान अर्थात्‌ रेखाएँ / और # 'विदु ? पर काटठते हैं। 
तब ९, / और ४ दोनों में उभयनिष्ठ है। हम कहते हैँ कि / और #% एक बिंदु ? पर प्रतिच्छेद (४४४८४) 
करती हैं। बिंदु £ दोनों रेखाओं का प्रतिच्छेद बिदु (#०४)/४ ० 7॥/252:४0४) कहलाता है। 

(४) में हम कहते हैं कि रेखाएँ समांतर (#८/4४/४/) हैं। इस प्रकार, हम देखते हैं कि फिसी 
तल में दो रेखाएं या तो ठोफ एक जिद्ठु एर प्रतिच्छेव करती हैं या वे समांतर होती हैं। हम इसे 
आपतन छा दूसरा गुण (6८०४र्थ ॥668४८४ |7०#४9») कहते हैं। 

0.5 संरेसी दिदु 

हम यश देख चुके हैं कि यदि 4 किसी तल में स्थित कोई विंदु हो तो तल में 4 से होकर जितनी 
चाहें उतनी रेखाएँ खींची जा सकती हैं। साथ ही, यदि 4 और £ तल में स्थित कोई दो बिदु हों तो 
(आपतन के पहले गुण दी 4 और 2 से होकर ठीक एक रेखा खींची जा सकती है और यह रेखा 
पूर्णतया तल में स्थित होती है। 
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.._. अब यदि हमें तल में तीन बिंदु 4, 2 और ८ दिए हों तो क्या होगा ? * व्यापक रूप में अब तीन 
रेखाएं होंगी । पहली, बिंदु युग्म 3, ८ से होकर, दूसरी, विद युग्म ८, 4 से होकर और तीसरी, बिदु युग्म 
4, 2 से होकर [देखिए आकृति 70.8(7)]। परन्तु यह भी हो सकता है कि बिंदु 4, रेखा 20 पर 


हक सी 


>+--०-+-त+--#---_०.+_+ 
8 20] ८ 
() () 
आकृति 0.8 


स्थित हो जिससे कि तीनों रेखाओं की केवल एक ही रेखा रह जाए [देखिए आकृति 0.8 (7)]। 
ऐसे तीनों बिंदु संरेखी .(८०/॥४८०/) कहलाते हैं। 
यदि एक ही तल में स्थित तीन या अधिक बिदु एक ही रेखा पर स्थित हों तो थे संरेखी कहलाते हैं 
आकृति 0.9 में बिंदु 4, 3, 2 और 22 एक ........................0.0...0..0..त0ह॥. 
ही रेखा पर स्थित हैं। अतः ये सरेखी हैं। # 8 ८ 8 
आकृति 30.9 








0.6 संगासी रेखाएँ 


आकृति 0.0 में रेखाएँ ॥, %, ॥, /छ,...एक ही 
बिंदु 4 से होकर जाती हैं। ऐसी रेखाएँ संगामी 
रेखाएँ (८०४८४7८४ ॥725) कहलाती हैं और हम 
कहते हैं कि वे 4 पर संगामी (८#द८६/767४४ 6# 4) 
हैं। 
किसी तल में यदि तीन या अधिक रेखाएँ एक ही बिंदु से 
होकर जाएँ तो वे संगामी कहलाती हें । 





अ्राकृति 70.0 


तल में आपतन गुण 07 


प्रन्‍नावली 0- 


3. एक दिए हुए बिंदु से होकर आप कितनी रेखाएँ खींच सकते हैं ? 
2. दो दिए हुए बिंदुओं से होकर आप कितनी रेखाएँ खींच सकते हैं ? 


3. आप तीन दिए हुए बिंदुओं में से दो दो बिंदु एक साथ लेकर कितनी रेखाएँ खींच सकते हो 
जब कि तीनों बिंदु () संरेखी हैं, (४) असंरेखी (॥68-८०४॥४४८८/) हैं? 


4, किसी तल में 4, 2, (/ और 2 कोई चार बिंदु हैं। उनको 
दो दो के युग्मों में जोड़िए जैसा कि आकृति 0.] में दिखाया गया है। 
ऐसी कितनी रेखाएँ हैँ ? उनके नाम लिखिए। 





॒ आकृति 0.॥] 
सल 5. भ्राक्ृति 0. मा ! में रंखाएँ 482, 40 तथा 4 बिंदु 4 से होकर जाती हैं अर्थात्‌ 4 पर 
संगामी हैं। /उन रेखाओं के नाम बताइए जो (3) 2, (४) ०, (४४) 2) पर संगामी हैं। 
6. तीन रेखाओं के प्रतिच्छेद बिंदुओं की अधिकतम संख्या क्या है? 


7, किसी तल में /, # ,॥ और /# कोई चार रेखाएं हें। उनके 
प्रतिच्छेद बिदू अंकित कीजिए जैसा कि आकृति 0.2 में दिखाया गया 
है। ऐसे कितने बिंदु हैं? चार संख्याओं के प्रतिच्छेद बिदुओं की अधिकतम 
संस्या क्या है ? 





। * माछृति 0.2 
8. आकृति 0.2 में बिंदु 4, 2 तथा 0 संरेखी है। अन्य संरेखी बिंदुओं के संग्रहों के नाम 
बताइए । ; 


०0. 
9, किसी तल में पाँच बिंदु 4, 2, ८, 2 तथा */ ६ 
४ लीजिए जैसा कि आकृति 0.3 में दिखाया गया 
है। इनको दो खा युग्मों में जोड़कर सभी रेखाएँ 
लींचिए। इन रेखाओं के नाम लिखिए और उनकी ह 
संख्या ज्ञात कीजिए । 8 * 


आकृति 0.3 
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१0. यदि प्रद्न 4 में चार बिंदुओं में से तीन बिंदु संरेखी हों तो उनको 
दो दो के युस्‍्मों में जोड़ने से प्राप्त रेखाओं की संख्या चार रह जाएगी। 
(देखिए आकृति 0.4) यदि सभी चारों बिंदु संरेखी हों तो ऐसी 
रेखाओं की संख्या क्या होगी? थ दि: 
0,7 इतिहास सम्बन्धी एक टिप्पणी आक्षति 0.4 


तल में बिंदुओं और रेखाओं के उपर्युक्त आपतन गुणों एवं कुछ ऐसे ही और नियमों को 
लगभग 300 ई० ० में महान यूनानी ज्यामितिविद्‌ यूकिलिड (22४४४) मे प्रतिपादित किया था। 
उन्होंने अपने समय से पूर्व विद्यमान सम्पूर्ण ज्यामितीय ज्ञान को संग्रहित किया। उनका यह कार्य दो 
एलीमेंट्स ( 27/6 22/#॥॥7) नामक तरह ग्रन्थों में दिया हुआ है। यूक्लिड ने इन गुणों को स्वयं 
सिद्ध प्रमाण (2!४5४/4/४7) कहा अर्थात्‌ इन नियमों की उससे प्रत्यक्ष सत्य के रूप में कल्पना की | 
इनका बाद का नाम अधिप्रहीत (८४०४४) है। 





एकक 


रेखाखंडों का मापत 


7.4 रेखाखंड 


हम देख चुके हैं कि रेखा को चूंकि वह दोनों दिशाओं में असीमित रूप से विस्तृत. होती है, पूर्णतया 
आकृति में निरूुषित नहीं किया जा सकता। अतः हम उसे उसके केवल एक भाग को ही खींचकर 
निरूपित करते हैं। 


मान लीजिए / कोई रेखा है और 4, 2 उस पर स्थित कोई दो बिंदु हैं। (देखिए आकृति .] ) 
तब, 4 से लेकर 2» तक रेखा के भाग को रेखा / का 
खंड (5६8॥४४) या केवल रेंखाखंड (६8 5८४॥४) ॥| 4&::५6२०००-वे>० न 5253३ पक 
कहते हैँ और इसे 4# द्वारा व्यक्त किया जाता है। / 
4 और » इसके अंत बिंदु (४४४ /०४॥४5-) कहलाते हैं। आकृति 7.9 रेखा खंड 428 


मान लीजिए तल में कोई दो बिंदु 2 और ९ हैं। (देखिए आकृति 7!,2) तब / और 0 से 
होकर केवल एक ही रेखा जा सकती है। (क्यों?) 2 
से लेकर (2 तक इस रेखा का भाग 2! और 0 को जोड़ने 
वाला रेखाखंड या केवल रेखासंड 2(१ कहलाता है। 
चुंकि ” और 0 से होकर केवल एक ही रेखा जाती है, 
अतः स्पष्ट है कि ! और 0 को जोड़ने वाला केवल एक ही रेखाखंड होगा। इस प्रकार, 





आकृति !.2:रेखा खंड (१, 


यदि किसी रेडासंड़ के अत बिडु दिए हुए हों तो वह रेखाखंड पुर्णतया ज्ञात हो सकता है। 
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प्रश्नावली ,! 


3. निम्न आक्ृतियों में सभी रेखाखंडों के नाम लिखिए : 


ल्‍ 
छठे 





८ ०५ 
(0) 0) 


आकृति .3 


प्रत्येक आकृति में कितने रेखाखंड हैं ? 
2. आकृति 7.4 में आप कितने रेखाखंड ज्ञात कर सकते हैं? 





# 5 अ 0 
आक्ृति .4 





7-3 रेखाखंडों को तुलता 


ठि 
आकृति १.5 में हमें दो रेखाखंड 483 और (70 है ली ३% 


दिए हुए हैं। इसमें कौनसा रेखाखंड अधिक लम्बा है? 
आप तुरन्त कह सकते हैं कि 4.2, ८7 से लम्बा है। 





[#। 
ब्लाकृति व.ड 


रेखाखंडों का मापन हव3 


आइए अब आकृति 7.6 को देखें। हमारे पास अब भी दो रेखाखंड (7 और ८7 हैं। परन्तु 
ये कुछ भिन्न प्रकार से स्थित हैं। इनमें से कौनसा रेखाखंड 0 
लम्बा है? आप शायद कहेंगे कि ८४? लम्बा रेखाखंड है चूँकि 
यह लम्बा प्रतीत होता है। परन्तु यह केवल हमारी दृष्टि का 
श्रम ही है--सीधे खड़े रेखाखंड, क्षेतिज रेखाखंडों से लम्बे 
प्रतीत होते हैं। वास्तव में रेखाखंडों 480 और ८ में से कोई 
भी रेखाखंड एक दूसरे से लम्बा नहीं है। ये एक ही लम्बाई 
के हैं। फिर भी हमारी दृष्टि हमें धोखा दे सकती है। इसलिए 
हमें रेखाखंडों की तुलना करने के लिए कुछ अच्छी विधियों 


की आवश्यकता है। एक विधि इस प्रकार है: ह 8 


आकृति 7.6 

आइए एक अक्स खींचने का कागज ,, न जकी नमक मई 
(#दलएट 0०(४/) लें और उसे रेखाखंड है ले 4) 
6 के ऊपर रखें। आइए इस कागज़ पर है 
रूलर और पेंसिल की सहायता से रेखाखंड -; 
८7 का अक्स खींचें। अब हम रेखाखंड . .. 
८0 के इस अक्स को रेखाखंड 48 पर इस .ई 
प्रकार रखते हैं कि 6, 4 पर गिरे और “४ 
८7), 48 के अनुदिश रहे। 2 को क्या 5: 
होता है? या तो 2, 4 और # के बीच :£ 28 " 
में गिरेगा' [देखिए आकृति 7.7 (9) ] 
या 2,, ठीक 2 पर गिरेगा [दिखिए 
आक्ृति .7 (४) ] या 2, 2 के आगे . 
गिरेगा दिखिए आकृति ॥4.7 (ह)]॥। 5. 
स्पष्ट है कि पहली स्थिति में हम कहेंगे कि . /. ८ 
7, ८7 से लम्बा है यायह कि ८०0, 48 े 
से छोटा है। तीसरी स्थिति में हम कहते... 2 
हैं कि 40, (४० से छोटा हैया यह कि : 
८7, 4४ से लम्बा है। दूसरी स्थिति में ६ 
हम कहते हैं कि 48 और ८0 की एक... 
हो लम्बाई है या यह कि रेखासंड 48, 
रेखाखंड ८7) के बराबर (सर्वांगसम) है। आकृति .7 (7) 





8:0५ त्‌ ३ हा 
* 42002 0,0५० ७ +८०शहक. ७, ०, 4५, 
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हा! 


! |] 
भर 


आकृति .7 (7) 
संकेतन* में हम इन्हें निम्न प्रकांर लिखते हैं : 
स्थिति (3) में 8-07 जिसे “48, ८7) से अधिक है” पढ़ा जाता है और इसका अर्थ है 
कि 4» की लम्बाई, ८70 की लम्बाई से अधिक है। 
स्थिति (॥) में 40--८70 जिसे “428, ८7 के वरावर है' पढ़ा जाता है और इसका अर्थ है कि 
42 की लम्बाई, (20 की लम्बाई के बराबर है। 
स्थिति (॥) में 48 < (20 जिसे 42, ८70 से कम है! पढ़ा जाता है और इसका भर्थ है कि 42 
फी लम्बाई, ८70 की लम्बाई से कम है। 
रेखाखंडों के तुलना करते की एक अन्य विधि नीचे प्रइ्नावली .2 के प्रश्न । में दी गई है। 


+जव हम रेखाखंड और उसकी लम्बाई के लिए दो भिन्न संकेत प्रयोग करना चाहते हैं तो हम रेखाखंड 42 को हि | 
तथा उसकी लम्बाई को केवल 2 लिखते हैं। परन्तु इस पुस्तक में हम रेखाखंड 48 और साथ ही उसकी लम्बाई के 
लिए (42750 #> का ही प्रयोग करेंगे। यह संदर्भ से स्पष्ट हो जाएगा कि हुमारा तात्पय॑ रेखाखंड से है या उसकी 
लम्बाई से । 


३0 - ० डै ; 
व ; 
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प्रश्तावली 74.2 


, 429 और ८/ दो रेखाखंड हैं। एक डिवाइडर (कंज॑१७०) 
लीजिए (आप परकार का भी प्रयोग कर सकते हैं)। डिवाइडर के 
एक पैर का नुकीला सिरा बिंदु ७ पर रखिएं। अब डिवाइडर को 
सावधानीपूर्वक इस प्रकार खोलिए कि उसके दूसरे पैर का सिरा बिंदु 
2 पर रहे। इस प्रकार दोनों पैरों के सिरे क्रश: 0 और 20 पर 
रहेंगे। (देखिए आकृति ,8) डिवाइडर को उठाइए और उसके 
फैलाव में बिना हू परिवर्तत किए उसे इस प्रकार रखिए कि एक पैर 
का सिरा 4 पर गिरे तथा दूसरे पैर को सिरा 49 पर या 48 को # के 
आगे बढ़ाने पर गिरे। आप रेखाखंडों 4. और ८? की लम्बाइयों के 
बारे में क्या कहसकते हैं जबकि दूसरे पैर का सिरा (४) 4 और # के कह 
बीच मेंही) (४) ठीक 2 पर हो? (४) 2 के आगे हो ? 7007 4 का 


आकृति .8 
रेखाखंडों की तुलना 





2. एक कागज का पन्‍ना लीजिए और उसे मोड़िए। मांप॑ 
लीजिए मोड़ का निशान 22, रेखाखंड 227 निरूपित कंरता है। 
कागज़ को अब इस प्रकार मोड़िए कि 2” ठीक < पर पड़े। इससे 
बना दूसरा मोड़ का निशान 09 मान लीजिए पहले मोड़ के निशान को 
८ पर काठता है। रेखाखंडों 2.( और «2 की तुलना कीजिए। 
क्या ये बंराबर हैं ? 





आकृति .9 


3. आकृति .0 में दो रेखाखंड ८ और / दिए हैं। क्‍या आप 
अनुमान लगा सकते हैं कि कौनसा रेखा्ंड लम्बा है? अपने' डिवाइडर की सहायता / 
से अपने उत्तर की जाँच कीजिए । 





आकृति .40 


4 गणित 


7.3 रेखाखंडों का मापत ५ 

हम रेखाखंडों की 280५ करने की दो विधियाँ देख चुके हें। इससे भी एक अच्छी विधि यह्‌ 
होगी कि हम इन रेखाखंडों की एक निश्चित रेखाखंड की लम्बाई के पदों में लम्बाइयाँ मापें। इस 
निश्चित रेखाखंड की लम्बाई को हम मानक (उब्मदंधाव) अर्थात्‌ मात्रक (४४४) मान लेते 
हैं। अभी लगभग पंद्रह वर्ष पहले तक हमारे देश में लम्बाई का मात्रक फुद ( /००४) था। यदि इसे 2 
समान भागों में विभाजित कर दिया जाए तो प्रत्येक भाग एक इंच (॥४८४) कहलाता है। परन्तु सन्‌ 
962 में हमारे देश में यह मात्र फुट से बदलकर सीटर (#2४८) कर दिया गया है। इस. सान्रक 
को सबसे पहले सत्‌ 779 में फ्रॉसीसियों ने फ्रॉसीसी क्रान्ति (#/४४/॥४ 02००४४४०४) के बाद 
अपनाया था और इसे भूमध्यरेखा (240४४7००) और उत्तरी भुव (४/०/ 220४) के बीच की 
दूरी के लगभग एक करोड़वें भाग के बराबर माना जाता था। आजकल, पेरिस के तिकट एक गुम्बज 
में रखी हुई प्लेटिनम (#/८४॥४४४) की छड़ पर लगे हुए दो निशानों के बीच की दूरी को सानक 
मीदर (उदाबंदार्व ॥४४९) भाना जाता है। मीठर को 00 समान भागों में विभाजित करने 
पर प्रत्येक भाग एक सेन्टीमीटर ((७४/॥72/४) कहलाता है। सेंटीमीटर को फिर और 0 भागों में 
विभाजित किया गया है और प्रत्येक भाग एक मिलीमीटर (#॥7/772/४) कहलाता है। इस प्रकार 
एक सेन्‍्टीमीटर (सेमी), मीटर (मी) का सौवाँ भाग है तथा एक मिलीमीटर (मिमी), मीटर का 
हजारवाँ भाग है। दूसरे दाब्दों में, 

॥ मी>-00 सेमी, । सेमी--0 मिमी | 


मीटर लम्बाई में तीन फुट से कुछ अधिक होता है तथा एक इंच, ढाई सेन्टीमीटर से कुछ अधिक 
होता है। हमारे ज्यांमिति के कार्य के लिए मीटर काफी बड़ा है और इसलिए हम लम्बाई नापने के लिए 
सेन्टीमीटर और मिलीमीटर को ही प्राथमिकता देंगे। लम्बे रेखाखंड, उदाहरणार्थ, दी शहरों अथवा 
गाँवों के बीच की दूरी मापने के लिए हम किलोमीटर (संक्षेप में किमी) का प्रयोग करते हैँ। यह 
]000 भीटर के बराबर होता है। | 

. कक्षा के अधिकांश कार्य के लिए सीधे किनारे वाले रूलर जिन पर सेन्टीमीटरों और इंचों दोनों 

के निशान लगे होते हैं उपलब्ध हैं। इन पर सेन्‍्टीमीटर और इंच के उपभागों मिलीमीटर या इंच 
के दसवें भागों के भी निशान लगे होते हैं। थे प्रायः एक फुट या 6 इंच लम्बाई के होते हें और इनके 
एक कितारे पर इंच के निशान तथा दूसरे किनारे पर सेंन्टीमीटर के निशान बने होते हैं। वैज्ञानिक 
कार्य के लिए मीटर छड़ (%४॥४ 7०४5) तथा अधेमीदर छड़ (#द[? ॥6/४ 7०6) भी उपलब्ध 
हैं। रूलर पर लगे हुए निशान अंज्ञांकन (8/८4४८४०४) कहलाते हैं तथा स्वयं रूलर, अंशांकित 
छलर (ट/48/47८व 77४४४) कहलाता है। 

जब, मान लीजिए हमें एक दिए हुए रेखाखंड 473 की लम्बाई नापनी है। आइए एक सेन्टीमीटर 
के निशान वाला झूलर लें और उसे रेखाखंड 4.3 के अनुदिश इस प्रकार रखें कि उसका शून्य (0) का 
निशान 4 पर रहे जैसा कि आकृति ,7 में दिखाया गया है। ट 

इसके बाद हम रूलर पैर 2 के तदनुरूपी निश्ञान पढ़ते हें। आकृति .7 में हम देखते हें 
कि रूलर पर 3 के बाद सातवोँ लघु अंशांकन (36 &76६४6/४०४), 2 के तदनुरूपी निशान है। 


थः 


दूसरे छांब्दों में, रेखाखंड 49 में 3 पूर्ण सेन्टीमी-र तथा एक सेन्‍्टीमीटर के सात दर्शांश (+८॥५॥७) हैं। 


रेखाखंडों का मापन प5 


#]क्‍झ........-->+«>++०ह्ह_नमा-"ंं7-7 निभाना: ए777, 


॥7)॥॥॥॥॥॥॥॥॥॥॥॥॥॥॥॥॥॥॥॥॥॥॥)॥॥॥)॥ 
>सबेश लेक पलेह- शाणाएएएणा| 


4 कक 00780 पर | | 9 | | ६ 0 कक कप । टक१ | । 
.. 


आक्नति 77.7 : रेखाखंड का मापन 


हम कह सकते हैं कि 4# की लम्बाई 3 सेमी 7 मिमी है। इसे दशमलव संकेतन में हम 3.7 सेमी 
लिखते हैं । 

प्रायः रूलर कुछ मिलीमीटर मोटा होता है। अतः हम देखेंगे कि रूलर पर लगे हुए निशान 
उस समतल में नहीं हँ जिसमें रेखाखंड (8 है। इससे कभी कभी जब तक कि कोई बहुत अधिक साव- 
धान न रहे, / के सामने शून्य निशान रखने और # के तदनुरूपी निशान पढ़ने में कुछ त्रुटि हो जाती है । 
इस कठिनाई से बचने के लिए हम रेखाखंड मापने के लिए डिवाइडर (या परकार) का निम्न प्रकार 
प्रयोग. कर सकते हैं। 






9 





| (॥॥॥ (॥|॥॥ 
(कक कह ३ 





५ 4 000700॥ 
() बज (पं) 
आकृति .2 : रेखाखंड का मापन 
हम डिवाइडर को इतना खोलते हैं कि उसके एक पैर का सिरा 4 पर रहें तथा दूसरा ठीक 2 पर 
रहे। (देखिए आकृति .2) अब हम डिवाइडर को उठाते हैं और उसके फैलाव में बिना कोई 
परिवततन किए रूलर पर इस प्रकार रखते हें कि एक पैर का सिरा शून्य निशान पर रहें। तब 
हम डिवाइडर के दूसरे पर के सिरे के तदनुरूपी निशान पढ़ते हैं। आकृति ,2 में दूसरा सिरा 


सेमी के निश्यान के दाईं ओर ॥ लघु निशान पर है। इस प्रकार दिए हुए रेखाखंड की लम्बाई 3 
सेमी | मिमी अर्थात्‌ 3.] सेमी है। 


]6 गणित 


.4 दी हुई लम्बाई का रेखाखंड खींचमा 


मान लीजिए हमें 2.7 सेमी लम्बाई का रेखाखंड खींचना है। हम यह निम्त प्रकार करते हे 
हम एक रेखा खींचते हैं और उस पर कोई विद्ु «| ले लेते हैं। (देखिए आकृति .3) इसके बाद 
+ छे ह 


एएणएएएशएगएशशएएगशएशणएएएगएए 
१ ॥ 88248. 2000 087 20] 





आकृति 7.3 


हम रेखा के अनुदिश एक रूलर इस प्रकार रखते हैँ कि उसका शून्य का निदान 4 पर रहे। अब हम 
2 सेमी के निशान के बाद सात छोटे भाग (&25085) भिन लेते हें और रेखा पर इस निश्ञान के 
तदनुरूपी बिंदू 2 अंकित कर लेते हैं। 4», 2.7 सेमी लम्बाई का वांछित रेखाखंड है। 

यह सदेव आवश्यक नहीं है कि मापन शून्य चिन्ह से ही प्रारम्भ किया जाए। शून्य चिन्ह रूलर 
के एक सिरे पर होता है यदि यह सिरा टूट या घिस जाए तो हो सकता है कि इस चिन्ह का प्रयोग करना 
. संभव न हो। तब हम अपना मापन किसी भी सेल्टीमीटर के निशान से प्रारम्भ कर सकते हँ। मारते 
लीजिए हम झूलर इस प्रकार रखते हें कि उसका । सेमी वाला निशान 4 के तदनुरूपी रहे। तब बिंदु 
8, 3 सेमी के निशान के बाद सातवें छोटे विभाग के तदनुरूपी लेना पड़ेगा। (क्यों? ) 


प्रदत्ावली .5 


. निम्न को सेंटीमीटरों में बदलिए: ः 
(६) 3 मी, (7४) 2 मी 40 सेमी, (एल) 4.35 मी, (7४) 5.2 मी 


रेखाखंडों का सापत 


2, निम्न को मिलीमीटरों में बदलिए : 
(४) 6 सेमी, (४) 6.4 सेमी, (|) 2 भी, (7ए) 3 मी 40 सेमी, (५) 4.52 मी 
3, निम्न लम्बाइयों के रेखाखंड खींचिए : 
(४) 2 सेमी, (४) 2 सेमी, 5 मिमी, (7) 4.3 सेमी (7५) 3.4 सेमी, (५) 6.5 सेमी 
4, रेंखाखंड .48 का एक अंत बिंदु 4, झरूलर के ] सेमी वाले निश्ञान के साथ संपाती है तथा 
दूसरा अंत बिंदु 2, 4 सेमी वाले निशात के साथ। रेखाखंड 48 की लम्बाई कितनी है? 
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.5 एक दी हुई रेखा से एक दिए हुए रेखाखंड की लम्बाई के बराबर रेखासंड काटना 





(०) 


आकृति .4 


माना ४2 दिया हुआ रेखाखंड है और / दी हुई रेखा है। हम डिवाइडर को इतना खोलते 
हैं कि उसके दोनों पैरों के सिरे 4 और # पर रहें । [देखिए आकृति .4 ()] तब हम डिवाइडर को 
उठाते हैं और उसके फलाव सें बिना कोई परिवर्तन किए उसे इस प्रकार रखते हैं कि दोनों पैरों के सिरे 
/ पर रहें। हम इन दोनों के तदनुरूपी / पर विंदु / और ४9 अंकित कर लेते हैं । [देखिए आकृति .44 


(४)] तब रेखाखंड ८70, रेखाखंड 478 की लम्बाई के वराबर है। अर्थात्‌ ८7 वांछित रेखाखंड है । 


भि 





आकृति .45 


]8 गणित 


हम इस कार्य के लिए कागज़ की एक पढ्टी (5४7/) का भी प्रयोग कर सकते हूँ। वास्तव में 
इसको कक्षा में गतिविधि हेतु एक सुझाव माना जा सकता है। आइए एक कागज़ को मोड़ें जिससे मोड़ 
का निशान एक सीधे किनारे (#द्ां£॥ ८४६८) कां रूप धारण कर लेता है। अब इस किनारे को 
रेखाखंड 423 के अनुदिश रखें। कागज के किनारे (/6#७ ८८४०) पर हम 4 और » के तदनुरूपी 
क्रमश; दो चिन्ह ० और 2? अंकित करते हैँ। [देखिए आकृति' . 5 ()] अब हम इस किनारे को रेखा 
! के अनुदिश रखते है। हम रेखा / पर चिन्ह 0 के तदनुरूपी बिंदु & तथा चिन्ह / के तदनुरूपी बिंदु 
/ लेते हैं। [देखिए आकृति ,5 (॥)] तब रेखाखंड #/” की लम्बाई रेखाखंड 48 की लम्बाई के 
बराबर है। अर्थात्‌ 2४” वांछित रेखाखंड है । 


(४) 
आइति 7.5 
.6 दो विए हुए रेखाखंडों को लम्बाइयों के योग के बराबर लप्बाई का रेखाखंड खोंचता 
मान लीजिए 42 और ८४ दो रेखाखंड दिए हें। आइए एक रेखा / लें और उस पर एक बिंदु 


0 अंकित कर लें। हम / पर रेखाखंड 4.3 की लम्बाई के बराबर एक रेखाखंड इस प्रकार खींचते हैं 
कि उसका एक अंत बिंदु 0 हो। मान लीजिए यह रेखाखंड 02 है। अब हम / पर रेखाखंड (0 


0 


ि 8 ८ 0 ध् रः 
आकृति ,76:0:77--..68 +-(.४0 











की लम्बाई के बराबर एक रेखाखंड /2/? इस प्रकार खींचते हैँ कि 8, 0 और /' के मध्य स्थित 
हो। (देखिए आकृति 7.6) तब 07 वांछित रेखाखंड है। (क्यों? ) हम लिखते हैं कि 
07--482--(00॥। 


7.7 दो दिए हुए रेखाखंडों की लम्बाइयों के अंतर के बराबर लम्बाई का रेखासंड खींचना 


मान लीजिए 48 और (7 दो दिए हुए रेखाखंड हैँ। हम यह मान लेते हैं कि 48, (200 से लम्बा 
है अर्थात्‌ 48 >८४2। पहले ही की भांति हम एक रेखा / लेते हैं और उस पर एक बिंदु 0 अंकित कर जेते 
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हैं। हम / पर 48 की लम्बाई के बराबर एक रेखाखंड 077 खींचते हैं। इसके बाद हम / पर (५0 
की लम्बाई के बराबर एक रेखाखंड /£/' इस प्रकार खींचते हें कि /, 0 और / के मध्य स्थित हो | 





हिल अर की टली किम न न, 


क्‍ 8 ७ छ ७ ः 
आकृति 7.7:0/7-5-,48-- (४0 


(देखिए आकृति .7) 07 बांछित रेखाखंड है। (क्यों?) हम लिखते हैं कि 0/0-./8--00। 
यदि (2), 48 से लम्बा हो तो हम (/0--4/ की लम्बाई का रेखाखंड सींचते हैं । 


प्रदनावली .4 


. निम्त लम्बाई के रेखाखंड खींचिए ; 

(7) 75 सेमी (7) 3.4 सेमी. [7) 5.2 सेमी 

2, अपनी कापी के एक पन्ने की सेन्‍्टीमीटरों में लम्बाई व चौड़ाई नापिए। 

3. 4.2 सेमी तथा 2.3 सेमी लम्बाइयों के दो रेखासंड खींचिए। झूलर की सहायता से इस 
बाप रेखाखंडों की लम्बाइयों के योग के बराबर लम्बाई का एक रेखाखंड खींचिए और उसकी लम्बाई 
मापिए। 

4. 42 एक रेखाखंड है। एक रेखाखंड खींचिए जिसकी लम्बाईं..? की लम्बाई के दुगुने 
के बराबर हो। (यदि वांछित रेखाखंड (70 हो तो हम लिखते हैं कि (70 -- 2.48) 

5, ॥2 सेमी लम्बाई का एक रेखाखंड लीजिए। इसमें से 4.5 प्तेमी लम्बाई का एक रेखासंड 
इस प्रकार काटिए की इस रेखाखंड का एक अंत विंदु वहीं रहे जो पहले रेखाखंड का है। बचे हुए रेखासंड 
'. की लम्बाई मापिए। 

। 6, अपती कापी की लम्बाई और चौड़ाई मापिए। एक रेखाखंड खींचिए जिसकी लम्बाई 
! इन सम्बाइयों के अंतर के बराबर हो । 
| 7, दिया हुआ है कि 48 - 3 सेमी तथा (20-59 सेमी । निम्न रेखाखंड जींचिए 
() 249 (॥) ४2+67 (४) 48-67 
(४) 2489-09 (५) 369 
प्रत्येक स्थिति में आपने जो रेखाखंड खींचा है उसकी लम्बाई मापिए। 


एकक ऊत 
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82.] किरण 
आइए, ड्राइंग बोड के एक बिढु 4 पर एक पिन लग्राएँ। फिर एक डोरी लें और उसके एक पिरे 
ग्रे पर लगी हुई पित से बाँध दें। डोरी को बोड्ड के 
जितना संभव हो सके समीप रखते हुए आइए अब उसके 
दूसरे सिरे £ को खींचें जिससे कि डोरी तती हुई रहें। डोरी 
इस स्थिति में एक रेखा का भाग 82 निरूपित करती है। 
हम जानते हैं कि यदि हम' यह कल्पना करें कि डोरी का 
दोनों दिशाओं अर्थात्‌ 4 से 2 और # से 4 में असीमित 
विस्तार है तो यह एक रेखा निरूपित करती है। अब मान 
लीजिए कि डोरी केवल एक ही दिशा माना से 8 अर्थात्‌ 


/# के अनुदिश विस्तृत है। तब हमें रेखा का केवल एक. /& ८ |] 
ऐसा भाग प्राप्त होता है जो ४ परे प्रारम्भ होता है और बइक पक 
जिसका 42 दिशा में असीमित विस्तार है। हम इसे 


दिरण* 48 (+८) 8) कहते हैँ तथा 4 इसका प्रारम्भिक बिंदु (77767 /0॥४) कहलाता है। 

मान लीजिए किरण 48 पर ८ कोई अन्य बिंदु है। (देखिए आकृति 2,]) क्या किरण 
40 और किरण 47 एक ही हैं? हाँ। 

यदि हमें किरण का प्रारम्भिक बिंदु और उस पर स्थित फोई अन्य बिंदु ज्ञात हो तो किरण 
पूर्णतया ज्ञात हो जाती है। 

उपर्यवत प्रयोग में डोरी 7 कितनी स्थितियाँ धारण कर सकती हैं ? एक, दो या कितनी भी ? 
एक दिए हुए प्रारस्भिक बिंदु से चाहें जितवी किरणें खींची जा सकती हैं। 


नी न तन न तजज+ तप ज+तमम्तम््त्>ञञ+ 5 लत न तततभतन ते “भा धघ++* 


अकिरण 8 को व्यक्त करने के लिए तथा इस बात पर जोर देने के लिए कि किरण का प्रारम्भिक बिंदु 4 है और 
उसकी दिशा 4 से 8 की ओर है संकेत 4.8 का भी प्रयोग किया जाता है। इसी आधार पर रेखा 4# के लिए संकेत 
4४ का प्रयोग किया जाता है। 

यद्यपि रेखा ४8, किरण 48, रेखाखंड 47 और रेखाखंड 47 की लम्बाई व्यक्त करने के लिए फ्मश 


चार भिन्न संकेत 48, 48, 42 तथा /. प्रचलित हैं परन्तु हम वर्तमान स्तर पर इन्हें अनावश्यक अनुभव करते हैँ 
इसलिए हम इव चारों के लिए एक ही संकेत ४2 का प्रयोग करेंगे। यह संदर्भ से स्पष्ट हो जीएगा कि हमारा 
ताले चारों में से किसे है। ह ह 
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मान लीजिए / कोई रेखा है। आइए / पर तीन बिंदु 0, 4 और 2 इस प्रकार लें कि.4 और #, 
0 की विपरीत दिशाओं में रहें। (देखिए आकृति 2.2) 
हमें एक ही प्रारम्भिक विदु 0 वाली दो किरणें 04 और / 
09 प्राप्त होती हैं। ऐसी किरणें विपरीत किरणें 8. 0०७० 
(०//०5४४४ १९)४) कहलाती हूँ तथा दिशाएँ 0.4 और आह्ृति 2-2 
08 विपरीत बिलद्याएँ (०//०४772 ८7०८४०४) कहलातो हैं। 











2.2 कोण 


आइए आक्ृति 2,3 में दी हुई घड़ी को 
देखें। घंटे की सुई 3 और 4 के बीच में है तथा 
मिनट की सुई 6 पर है। हम कहते हैं कि सुइयाँ 
एक दूसरे पर झुकी हुई हैँ या यह कि सुइयाँ परस्पर 
एक कोण बनाती हैं.। 





ख्राकलि ॥79.९२ 


पुनः एक डिबाइडर लें और उसे कागज़ के तल में इस 
प्रकार रखें कि उसके दोनों पैर सटे हुए रहें। उसके एक पैर 
को 04 पर स्थिर्‌ किए हुए, आइए अब डिवाइडर को खोलें . (छ 
जिससे कि दूसरा पैर जोड़ 0 पर लगे हुए कब्जे (8४0४४) के अाछ...... 
चारों ओर घूमने (#०४८/०) लगता हैं। (देखिए आकृति ...... अकसर 
2.4) मान लीजिए अब दूसरा पैर 08 पर है। हम कह | हे 
सकते हैं कि 08 और 02 एक कोण वनाते हैँ। यदि पैर 08[. 
को और अधिक घुमाएँ तो कोण का क्या होता है ? 






आहति 2. 4 


यदि घड़ी की सुइयों या डिवाइडर के पैरों को किरणों 04 और 08 का निरूपण माने तो हम 
कहते हैं कि दोनों किरणें एक कोण बनाती हैं। साथ ही, चूँकि दोनों किरणों के बीच का झुकाव बढ़ाया 
था घटाया जा सकता है अतः हम देखते हैं कि कोण का एक परिमाण (%68४४7४०४४) होता है। 
किरण 08 को उसकी प्रारस्भिक स्थिति 04 से अंतिम स्थिति तक लाने में आवश्यक कुल घूर्णन 


(१०४०४०४) की मात्रा से इस परिमाण को मापा जा सकता है। 
१0 
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एक ही प्रारस्भिक बिंदु 0 से निकलने वाली किरणों पा 

(4 और 079 के लिए यह कहा जाता है कि वे एक कोण 
बनाती हैं। (देखिए आकृति 2,.5) बिंदु ७ इसका शीर्ष 

(/९४८४) तथा किरणें 0.] और 08 घुजाएँ [ ८४४७) कहलाती 

हैं। एक भुजा को ज्षीर्प के चारों ओर घ॒माकर दूसरी भुजा 

की स्थिति में लाने के लिए आवश्यक घृर्णन की मात्रा से इस 

कोण का परिसाण मापा जाता है। प्राय: कोण व्यक्त करने 
के लिए दोनों भजाओं को एक क्त्तीय चाप से जोड़ देते हैं जैसा ० # 
कि आकृति 2,5 में दिखाया गया है । आकृति 2.5 


8 
दो किरणें 0.8 और 02 वास्तव में दो कोण 


बनाती हैं जैसा कि आक्ृति 2.6 में दर्शाया गया है । 
इनमें से किसी को भी कोण .0/ से व्यक्त किया 
जा सकता है। फिर भी, इनमें से एक कोण दूसरे 
से बड़ा है। संदिग्ध स्थिति से बचने के लिए हम 
यह मान लेते हैं कि जब तक कि कुछ कहा न जाए 
किरणों ०4 और 09 से बनने वाले दोनों कोणों में 
से छोटा कोण, कोण 4098 होगा। थे 


आकृति 2.6 
हम कोण व्यक्त करने के लिए संकेत ' /' का प्रयोग करते हैं और 'कोण .[09' या 'कोण 04 
के लिए क्रमश: 08 या /20.4 लिखते हैं । कोण का नाम लिखते समय जीर्ष सदैव मध्य में 
लिखा जाता है। कभी कभी हम कोण को केवल उसके जीप से ही व्यक्त करते हैं जैसे कि / 0 
या कीण 0। 


प्रन्‍नावली 2.4 


हि 
. आक्ृति 2.7 में तीन कोण विए हैं। इनमें 
से एक ८8.46 या केवल /.4 है। क्‍या आप अन्य 
दोनों कोणों के नाम बता सकते हैं ? 
8 ८ 


आहइ्ृति 9.7 
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2. आक्रति 2.8 में दिए हुए प्रत्येक बहुभुज के कोणों के नाम बताइए 


]९>(] 


आकृति :2.8 


3, कभी कभी कोणों को व्यक्त करने के 
लिए संख्यांक या अक्षरों का प्रयोग सुविधाजनक 
रहता है। आकृति 2,9 में “.40( को /] 
नाम दिया गया है। क्या आप 9, 3 तथा 4 द्वारा 
अंकित कोणों के पूरे नाम बता सकते हैं ? 





आकृति 2.9 


4, आकृति 2.0 में /», ८777४ है। हर 
2» ढ्वारा अंकित कोण का पूरा नाम बताइए। 
रि 
आकृति 2.0 


5. 2642 2, 4] में ], 2, 3,....8 
द्वारा अंकित कोणों के पूरे ताम बताइए । 





झाकृति 2.4| 
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१2.3 कोणों की तुलना 


आइए आकृति 2.2 में दिए हुए कोणों 2.40. मी मी] 
तथा 2727 को देखें। इनमें कौन बड़ा है? कंवल 
देखकर ही हम कह सकते हैं कि //707 ८2840 
से बड़ा है।' परन्तु हम अपनी दृष्टि पर सदेव भरोसा 
नहीं रख सकते। भरत: हम दो कोणों के परिमाणों ८ 7४ नाप 


की तुलना के लिए निम्न विधि का प्रयोग करते हें । 


आकृति 2.2 
हम एक अवस करने के कासज़ को एक कोण साता / 8.(: पर रखते हैं और इस कागज पर उसका. 


अक्स उतार लेते हैं। अब हम इस अक्स को उठाकर “/20/? पर इस प्रकार रखते हैं कि शी .! 
शीर्ष 0 पर पड़े तथा भुजा 48, भुजा 20£ के अनुदिश रहे (देखिए आकृति 2,3) 


*ः नर ह है ह 


>> 
छए ए 
>पए 





(0) (9 


आकृति 2.3 


भुजा 46 की क्‍या संभव स्थितियाँ हो सकती हैं ? यह 208 और 07” के बीच में पड़ सकती है 
दिखिए आकृति 2,3()] या यह ठीक 207” पर पड़ सकती है (देखिए. आक्ृोति 2.3 (॥)॥ 
या यह 207” के आगे पड़ सकती है [देखिए आकृति 2.3(7)]। पहली स्थिति में हम कहते हैं कि 
८24८ < /#7/, दूसरी स्थिति में यह्‌ कि /2.(/-- //70/7 तथा तीसरी स्थिति में यह कि 
८240> /27077। (हम कोण तथा उसके परिमाण दोनों के लिए ही एक ही संकेतन का प्रयोग 
करेंगे) स्थिति (॥) में दोनों कोण बराबर (सर्वांगसम) हैं । 


कोणों के परिभाणों के तुलना करने की यह विधि बहुत संतोषजनक नहीं है । एक अच्छी विधि 
यह होगी कि हम कोणों को एक मानक कोण (#द/धंध/॥/ं ६॥४/९), जिसे हस मापन का माजक 
माल लेते हूँ, के पदों में मापें । 
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2.4 कोण की अंशीय माप 
आइए एक किरण 04 लें और उसे बिंदु 0 के 

चारों ओर घुमाएँ। (देखिए आकृति 2.4) जैसे जैसे 

यह किरण घूमती है यह अपनी प्रारम्भिक स्थिति से बढ़ते 
हुए परिमाण के कोण बनाती है। मान लीजिए यह तब 
तक घूमती है जब तक कि यह स्थिति 08 परन आ 
जाए जो कि प्रारम्मिक स्थिति 0.4 की विपरीत दिशा 
में है। इस प्रकार बना हुआ कोण 409 ऋजणु कोण ता. 

(5#०१॥४ ८४४४४) कहलाता है। ऋणजु कोण की दोनों. 5 ०0. ४/ 
भुजाएँ विपरीत किरणें हैं। आह्ृति 2.4 : ऋजु कोण 


यदि हम किरण 0.4 को और घूमने दें तो वह्‌ 0 के चारों ओर एक चक्कर (#६00/%४760#) 
पूरा करने के बाद 04 के संपाती (८०४०४४#४) हो 
जाती है (अर्थात्‌ 08 और 0.4 एक ही किरण है)। 
इस प्रकार बना कोण 40.8 संपण कोण ([ ८०7८४ ८८४४४) 
कहलाता है। (देखिए आकृति 2,5) 


यदि किरण 0.4 बिल्कुल भी न घुमाई जाए तो 
हम कहते हैं कि हमें शन्‍्य कोण (2४० ०४:४४) प्राप्त ४ / 
हो गया है। दूसरे शब्दों में यदि कोण की दोनों भुजाएँ रा हर 
संपाती हों तो हम कहते हैं कि कोण का परिमाण शून्य है। 8 


हम देखते हैँ कि संपुर्ण कोण में भी दोनों भूजाएँ संपाती 
होती हूँ। परन्तु ये भुजाएँ केवल एक पूरे चक्कर के 
बाद संपाती हुईं हैं। निस्संदेह, संपूर्ण कोण का परिमाण 
शत्य नहीं है। आह्षति 2.5 : संपूर्ण कोणे 


आइए एक कागज़ का पन्ना लें और उसे मोड़ें ताकि हमें एंक मोड़ का निशान अर्थात्‌ रेखा 48 
प्राप्त हो जाए। अब यदि हम कागज़ को खोल लें और उसे ८ ह 
दुबारा इस प्रकार मोड़ें कि 4, 2 पर पड़े तथा मोड़ का - 
निशान 49 स्वयं पर संपाती हो, तो हमें एक अन्य मोड़ का 
निशान ८» प्राप्त हो जाता है। रेखाएँ 48 और ८० माना 
परस्पर 0 पर काटती हैं। (देखिए आकृति 72.6) अब , 
हमें 0 पर चार बराबर कोण प्राप्त हो जाते हैं। (क्यों?) # - . 
इनमें से प्रत्येक कोण समकोण (778/7 ०:६४/४) कहलाता है। : । 
इस प्रकार ८40८, /८०४, /#02 और ८204 में ," 
से प्रत्येक एक समकोण है। ु 
कक हक एक ऋजु कोण, जैसे कि ८808 में दो शएएणए:: दा हा 
समकोण होते हूं। इसी प्रकार एक संपूर्ण कोण में चार मा 
समकोण होते हें। 2,245: 
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हम कोण मापने के लिए समकोण को अपना मात्रक मात सकते हैं। परन्तु हमारे कार्य के लिए 
यह बहुत बड़ा मात्रक है क्योंकि तब हमें बहुत से कोणों को एक समकोण के भागों में मापना पड़ेगा । 
इसलिए हम समकोण को नब्बे वरावर भागों में जो कि प्रत्येक एक अंश (४८९/९४) कहलाता है, 
विभाजित करते हूँ और अंश को कोण मापन का मान्नक मान लेते हैं। अंश' को संख्या के ऊपर एक छोटा 
बृत्त ०' लिखकर व्यक्त किया जाता है। इस प्रकार एक अंश को ।" लिखा जाता है। 
पुनः अंश को 60 मिनठों (ऋष४/5) तथा प्रत्येक मितट को 60 सैकण्डों (3४८०४4॥) में 
विभाजित किया गया है। 'मिनट' को संख्या के ऊपर एक तिरछी छोटी लकीर खींच कर तथा सैकण्ड' 
को दो तिरछी छोटी लकीरें खींच कर व्यक्त किया जाता है। इस प्रकार एक मिनट को ॥' तथा एक सैकण्ड 
को ” लिखा जाता है। मितट और सैकण्ड का प्रयोग केवल तब ही किया जाता है जबकि बहुत ही 
शुद्ध मापनों (६८6४/६/४ ॥६६४॥/४॥४४४४) की आवश्यकता हो उदाहरणार्थ जैसे खगील विद्या संबंधी 
(८४#0१0॥64/) कार्य में । 
संक्षेप में, 
। संपूर्ण कोण 55३60 
3 ऋजु कोण ->80/ 


। सम्रकोण न 90 
४ सन 650 
]' सन 60" 


72.5 चाँदा और उसके उपयोग 


चाँदा (/#0/4८॥/) धातु या प्लास्टिक (8०४४८) का एक अर्धवत्ताकार खंड होता है। इसके 
अर्धवृत्तीय किनारे पर अंश के निशान लगे होते हैं तथा सीधे किनारे के अनुदिश या अधिकतर सीधे 







८/८८/ 


47 ॥॥; 
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6 
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॥॥/ 
॥0 


गााओ। 


8 


4] 


है। | 
| 


8 
॥। 


क्‍ 


. आकृति 2.7 ः 
किनारे के समांतर एक 0-80 रेखा वनी होती है। (देखिए आकृति 2.7) इस' 0-80 रेखा 
का मध्य-बिंदु चाँदे का केन्द्र कहलाता है। अर्ध॑वृत्ताकार किनारे पर अंशों के चिन्ह हेँ। अंशों 0, 0, 
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कोण 
20, 30, .... !70, 80 के चिन्ह विशिष्ट रूप से दर्शाए जाते हूँ तथा ये किनारे के अनुदिश लिखे होते 
हैं। यही चिन्ह उल्टे क्रम में भी लिखे होते हें जिससे कि आक्ृति 2.8 में दिए हुए कोण ८0/ जैसे 

इसी कारण 0-80 रेखा को 0-0 (शृन्य-शून्य ) 


कोणों को सुविधाजनक छप से मापा जा सकता है। 
रेखा भी कहा जा सकता है। 
एि 






॥0७॥॥ ॥॥॥॥, ॥/) 
(३) 0 । / /5; 

शा व 0. 30-00 % /62 
हु ७ !0 ८222 
















200, 
20 





॥॥॥॥॥ 
40 





आकृति 2.8 


अपने चाँदे को देखिए। किसी चिन्ह विशेष पर लिखी हुईं दोनों संख्याओं का योग क्या है? 
चाँदे का, कोण मापने तथा साथ ही दिए हुए परिमाण का कोण खींचने में उपयोग किया जाता है । 












(क) दिया हुआ कोण मापना 
०॥॥॥॥॥॥॥ 

(३१४१५ 80 ॥00 ॥0 6, 
4 ८22 
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आकृति 2.9 





. माना दिया हुआ कोण 407 है। हम चाँदे को इस प्रकार रखते हैं कि उसका केन्द्र कोण के 
शीर्ष पर पड़े तथा 0-0 रेखा, भुजा 04 के भनुदिश रहे । (देखिए आकृति 2,89) तब हम ४ पर 


गणित 
0' से प्रारम्भ करके अंश चिन्हों (४८४१४ ॥7६/४5) को बढ़ते हुए क्रम वाली दिश्ा में पढ़ते हुए वह चिन्ह 
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आकृति 2.9 में, 0) के तदनुरूपी चिन्ह 50 है। इस प्रकार 40.8 का परिमाण 50* 
है। हम लिखते हैं कि /.400--50"। यह देखना शिक्षात्रद और रुचिकर होगा कि 


पढ़ते हें जिससे होकर भुजा 0/ जाती है। 
है। हम एक किरण 0.4 खींचते हैं और उस पर चाँदे 


८<८0०25-30"। (क्यों?) 
(ख) दिए हुए परिसाण का कोण बताना 
मान लीजिए हमें 53” का कोण बताना 
को इस प्रकार रखते हैं कि उसका केन्द्र 0 पर पड़े तथा 0-0 रेखा 0.4 के अनुदिश रहें। तब हम चाँदे 
पर 537 वाला चिन्ह ढूँढ़ते हैँ तथा एक नुकीली पेंसिल से इस चिन्ह के तदनुछूपी एक बिंदु मान लीजिए 
2 अंकित कर लेते हैं। अब हम 0 और 2 को जोड़ते हैँ। (देखिए आकृति 2,20) तव 402 बांछित 






कीण है। 
(0॥/॥॥॥॥॥॥ 
५५ ! ॥ ॥॥; 
49 # 









५/ 


॥॥॥॥॥॥ 
0 | रा 7 
80 96 

क्‍ ! 


आकृति 2,20 
हम देखते हैं कि चाँदे की सहायता से हम 80' तक के कोण माप या बना सकतें हैं । 


प्रदमावली 2,2 
), 480 और €# दो रेखाएँ हैं जो कि बिंदु 0 पर 
काटती हैं। (देखिए आह्ृति 9,27) ८406 तथा 
८2070 को मापिए। क्‍्यायें बराबर हैं? कोण 40८ और 
202 छीर्षाभिमुख कोण (7४००१) ०/076. क#ु/४) 
कहलाते हैं। शीर्पाभिमुख॒ कोणों के अन्य यूग्म ८206 तथा है". 

८407 को भाषिए। आप इनके परिमसाण के बारे में क्‍या 

उपर्युक्त प्रक्रिया को किसी अन्य प्रतिच्छेदी & 


रेखाओं के यग्म के साथ दोहराइए। आप क्या निष्कर्ष 
आकृति 2.2 


कह सकते हैं? 
मिकाल सकते हैं! 


कोष १29 


(हम देखते हैं कि शोर्धाभिभुद्ध फोण' बराबर होते हैं ।) 
2, अपने चाँदे की सहायता से निम्न कोण बनाइए : 


(7) 5? (7) 27? (४) 307 (7५) 36" 
(५) 457 (शं) 54? (णा) 60" (रा) 75" 
(७) 20* (>) 35" 


2.6 कोणों के प्रकार 
हम पहले ही देख चुके हैं कि समकोण में 90", ऋजु कोण में 80” तथा संपूर्ण कोण में 360? 
होते हैं। 





0) ॥| 
(0) न्यून कोण (४) अधिक कोण (थ) प्रतिवर्ती कोण 
आकृति 2.2% 
४१ वाले कोण को छोड़कर समकोण से छोटा कोई भी कोण न्यून (८८४४८) कोण कहलाता है 
[दिखिए आकृति 2.22 (7) | 


समकोंण से बड़ा परन्तु ऋजु कोण से छोटा कोण अधिक (०४४४४४) कोण कहलाता है [देखिए 
आक्ृति 2.22(8)] 
: ऋजु कोण से बड़ा परल्तु संपूर्ण कोण से छोटा कोण प्रतिवर्ती (६१०४) कोण कहलाता है [देखिए 
आकृति 2,22(70) ] 
इस प्रकार, न्‍्यूनकोण 0" और 90" के बीच, अधिक कोण 90" और '80 के बीच तथा 
प्रतिवर्ती कोण 780" और 360 के बीच होता है। 


2.7 कोणों के युग्म ए्‌्‌ 


हम 
2.7.] आसन्न कोण 
आइए आकृति 2.23 को देखें। हमारे पास उभयनिष्ठ 
भजा 02 वाले दो कोण 408 तथा 206 हैं। साथ ही, इनकी 
अन्य भजाएँ 0.4 तथा 06, 07 की विपरीत दिशाओं में हैं । एें | 


ऐसे दो कोण, आसन्न कोण (बबुबदशा #८६/०४ ) कहलाते हैं। आकृति 2.23 
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2.7.2 रैखिक युग्म 
आइए आकृति 2.24 को देखें। 40८ एक रेखा 
है। ४072 तथा 20८ आसच्न कोण हैं जिनकी बाहरी 
भुजाएँ एक रेखा में हैं। ऐसे आसन्न कोणों का युग्म 
रैखिक युग्म (/76४ /८/) कहलाता है। 
ट भि 
आकृति 9,24 


2. 7.3 पूरक कोण 

यदि दो कोणों का योग 90” हो तो वे पुरक कोण (८०॥७४/४॥४॥४४/2 &6/%) कहे जाते 
हैं तथा प्रत्येक कोग एक दूसरे का पुरक (८०॥१/४४४४) कहलाता है। उदाहरणा्थ 40" 
और 50 के कोण पूरक हैं। 40” का कोण 50' के कोण का पूरक है तथा 50" का कोण 40" के 
कोण का पूरक है। 


.2: 7.4 संपुरक कोण 

यदि दो कोणों का योग 80" हो तो वे संपुरक कोण (3४//#/हशशाद/» ८॥४/४७) कहे जाते 
हैं तथा प्रत्येक कोण एक दूसरे का संपूरक (5४///८॥४४) कहलाता है। उदाहरणार्थ 70" और 
0* के कोण संपूरक है तथा प्रत्येक एक दूसरे का संपूरक है। 

हम देखते हैं कि कोणों का रेखिक युग्स संपूरक है। 


प्रघनावली 2.3 


, अपने आस पास देखिए और समकोण, न्‍्यून कोण एवं अधिक कोणों के कुछ उदाहरण 
दीजिए | 

2, अपनी भुजाओं का प्रयोग करके दिखाइए कि आप न्यून कोण, अधिक कोण तथा समकोण 
किस प्रकार बनाते हैं। 

3. दत्त पद्चिस की ओर मुँह करके खड़ा है। वह दाईं ओर एक समकोण पर घूम जाता है। 
अब. वह किस दिशा में देख रहा है ! 

4. शीला उत्तर की दिशा में एक ताव खे रही है। वह उसे एक ऋणु कोण पर घुमा देती है । 
अब वह किस दिशा में नाव खे रही है ? 

5. कुछ :न्यून और अधिक कोण खींचिए और उन्हें मापिए। 


६ क्र एं 
6. आकृति 2.25 में तीन आसान्न कोणों के युग्मों ८ 
के नाम लिखिए । + 
8 

आकृति 2.25 

7. निम्न कोणों के पूरक ज्ञात कीजिए 
80, 70 80", 30', 48 

8, निम्न कोणों के संपूरक ज्ञात कीजिए ; 


9. 


0, 


4, 


]3. 


4, 


_80*, 50", 70", 80? 

तिम्न कोण युस्मों में जाँच कीजिए कि कौन से कोण पूरक हैं और कौन से संपूरक : 
() 20", 70" (7) 30", 60" (४8) 44”, 46? 

(+४) 40", 40" (५) 75", 05" (शं) 427, 38? 

(शा) 450 45" (शा) 45" 75? (४४) 60", 20? 

ऐसा कोण ख्रींचिए जोकि 35” के कोण का संपूरक हो । 


एक कोण अपने पूरक के बराबर है। कोण का परिमाण क्या है? 


. एक कोण अपने संपूरक के बराबर है। कोण का परिमभाण क्या है? 


वया निम्न कथन सत्य हैं? 
(क) थदि दो कोण रैखिक युग्म बनाते. हैं तो उनका योग 80* है। 
(ख) थदि दो कोणों का योग 80” हो तो वे एक रैखिक युग्म बनाते हैं। 


रैखिक युग्म का एक कोण अधिक कोण है। आप दूसरे कोण के बारे में क्या कह सकतें 


, रैखिक युग्प का एक कोण 48” का है। दूसरा कोण ज्ञात कीजिए । 
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१2.8 सेट स्ववायर 


आपने अपने ज्यामिति बकस में दो त्रिभुजाकार उपकरण (/००/४) देखे होंगे। इनके चित्र 
नीचे आकृति 2.26 में दिए हैं । 


रै 





ग््् ४४०८०८४४५ 


() 





आकृति 2.26: सेट स्ववायर 


ये सेट स्कवायर (5४ 54४८८) कहलाते हैँ। एक सेट स्कवायर के कोण 45", 90? 
और 45" हैं तथा दूसरे के 60", 90", और 30”। अपने चाँदे से इसकी जाँच कीजिए । कुछ अन्य 
कोणों तथा साथ ही लम्ब (#४/८४८८८४४८/) और समांतर रेखाएँ खींचने में सेट स्ववायर का प्रयोग 
किया जा सकता है। ये धातु या लकड़ी था पारद्शक प्लास्टिक के बने होते हैं तथा प्राय: कुछ मिली- 
मीटर मोढाई के होते हैं। कभी कभी समकोण वाले दोनों कितारे अंशांकित भी होते हैं। एक किनारा 
सेंटीमीटरों में तथा दूसरा किनारा इंचों में अंशांकित होता है। ऐसे सेट स्क्वायर का रेखाखंडों की 
लम्बाइयाँ मापने में भी प्रयोग किया जा सकता है। 

हम आकृति 2.26 () के सेट स्ववायर को 45" सेट स्कवायर तथा आकृति 2.26 (४) 
के सेंट स्‍्ववायर को 30" सेद स्क्वायर कह सकते हूँ । 


प्रबनावली 2., 4 


. अपने सेट स्कवायर के किनारे मापिए। आक्ृति 72.26 के अनुसार उनके नाम लिखकर 
जाँच कीजिए कि 45" सेट स्ववायर में 42-2८ है तथा 30" सेट स्ववायर में 4(/-०३ 4४ है। 
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१2.9 विभिन्न रचनाओं में सेट स्ववायर का उपयोग 


30", 45", 60” तथा 90" के कोण दोनों सेट स्कवायर में से एक या दूसरे का प्रयोग करके 
तुरन्त ही खींचे जा सकते हैं। उदाहरणार्थ 30? का कोण हम निम्न चरणों में खींचते हैं : 


चरण : हम 30" सेट स्कवायर को कागज़ पर 
एक उपयुक्त स्थिति में रखते हें जैसा 
कि आकृति 2,27 में दिखाया गया है ) 


सखरण 2: हम एक हाथ से सेट स्क्वायर को कस कर 
पकड़े रहते हैं तथा दूसरे हाथ से एक 
8 पेंसिल की .सहायता- से 307 
वाले दोनों किनारों के अनुदिश दो 
किरणें 2 और 40 खींचते हैं । 


तब, /2.40 बांछित कोण है। 





८५% ।ई 

॥$ 
॥॥/] ॥॥ 
8 


आकृति 2.27 


प्रबनावली 2.5 


3. सेंट स्ववायर की सहायता से 45", 60" तथा 90" के कोण खींचिए । 


2. 75” के कोण की रचना कीजिए। 
[संकेत ४: 78?-- 450-- 30", आकृति 72,.28 भी 
देखिए । ] 





आकृति 42,28 
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3, 05" के कोण की रचना कीजिए। 


4, 5" के कोण की रचना कीजिए। [संकेत: 5"5-45?-- 307] 


हम सेट स्क्वायर की सहायता से, एक दी हुईं रेखा से, उस पर एक दिए हुए बिंदु पर भी 
कोई कोण, मान लीजिए 30", बना सकते हैं। मानता 4# दी हुई रेखा है और ८' उस पर स्थित कोई 
बिंदु दिया है। हम यह रचना निम्न चरणों में करते हूँ : 


चरण : हम 30" सेट स्कवायर को इस 

प्रकार रखते हैं कि 30" कोण 
. की एक भुजा ४» के अनुदिश 

रहे तथा उसका शीर्ष ८' पर 
रहे । 

चरण 2: हम एक हाथ से सेट स्क्‍वायर 
को कस कर पकड़े रहते हैं तथा ६, कं] ॥॥ ॥॥॥॥॥/॥॥॥0॥॥0/॥/5: 
दूसरे हाथ से एक नुकीली पेंसिसल * ० ह 
की सहायता से 30" कोण की आकृति 2.29 
दूसरी भुजा के अनुदिश किरण ८४ खींचते हैं। (देखिए आकृति 2.29) 
तब, /.2८0 वांछित कोण है। 





यह देखा जा सकता है कि यह विधि अधिक उपयुक्त नहीं है क्योंकि सेट स्ववायर के कोने प्राय: 
टूटे और घिसे हुए होते हैं। ऐसी दशा में न तो सेट स्क्वायर के 30" कोने को ठीक प्रकार से ८ पर 
रखना संभव है और न ही सही तरीके से किरण ८०) खींचना इतना सरल है । 


प्रशनावली 2,6 


3, सेट स्कवायर की सहायता से एक दी हुईं रेखा के दिए हुए बिंदु पर निम्न कोण खींचिए : 
(7) 45" (7) 60" (मो) 90" 


हिम लम्ब और समांतर रेखाएँ खींचने में सेट स्कवायर के उपयोग के बारे में अगले एकक में 
बताएंगे । ] 
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2.40 कोण का अभ्यंत्तर और बहिर्भाग 

मात लीजिए 402 कोई कोण है। किरणें 04 और 08 तल के (सभी) बिंदुओं को तीन 
भागों में विभाजित करती हेँ। पहला ऐसे बिंदु 2 जो कि 
0 के चारों ओर किरण 04 द्वारा स्थिति 0.4 से 08 तक 
घूमने में बनी किसी किरण पुर स्थित होते हैं जैसा कि आकृति 
2.30 में दिखाया गया है। दूसरा, 0 की तरह के बिलु 
जो कि किसी ऐसी किरण १९ स्थित नहीं होते तथा तीसरा / 
की तरह के बिंदु जो कि कोण की किसी एक भजा अर्थात्‌ 
0.4 या 02 पर स्थित होते हैं । 

तल का वह भाग या क्षेत्र जिसमें ऐसे सभी विदू /? 
स्थित हैं, /408 का अभ्यंतर (|/6/7/४) कहनाता है। 
बह क्षेत्र जिसमें ऐसे सभी बिंदु ९, स्थित हैं, / 407 
का बहिशाग (०४४/४४७) कहलाता है। भुजाओं (१.४ और 
07 से दोनों क्षेत्रों की उभ्यनिष्ठ सीमा (600॥॥0 





बहिर्भाग 
8027/३7%) बनती है आक्वति 42.30 


हम देखते हैं कि यदि हमें / से 0 या 0 से /? तक जाना हो तो हमें 0. था 02 में पर एक भजा 
को अवश्य पार करता पड़ेगा । दूसरे शब्दों में, कोण की भुजाएँ उसके अभ्यंतर को उसके बहिर्भाग से 
पृथक करती हैं। 


प्रश्धायली 2.7 
८ 
४ 
# 
, आकृति 42.3 में बिंदुओं 7., 07, 0 तथ्य .४ में से की 9 कि 
कौन से बिंदु. 478८ के अम्यंतर में स्थित हैं? कौन से 
बह्िभगि में. ? 
£ हर 
| 
आक्रति (2 37 


2, क्या कोण का शीर्ष अभ्यंत्तर में स्थित होता है ? क्या.वह बहिर्भाग में स्थित होता है ? 

3, फिसी कोण की दो बराबर आसझ्न कोणों में जिसालित करने वाली किरण को कोण का 
समद्रिभाजक (87/८८/०/) कहते हैं। क्या किसी कोण का समद्विभाजक पूरी तरह से उसके! 
अम्यंतर में स्थित होता है? कया यह बहिर्भाग 

[संकेत : उपर्युक्त प्रदन 2 का अध्ययन कीजिए !] 


एकक जता 
समांतर रेखाएँ 


3.] समांतर रेखाएँ 

आपको याद होगा कि तल में जो रेखाएँ कभी नहीं मिलतीं, चाहे उन्हें किसी भी दि्षा में 
कितना ही बढ़ाया जाएं, समांतर रेखाएँ (#४/८//४/ ॥॥४) कहलाती हैं। ब्लैकबोड के सम्मुख किनारे, 
आयताकार मेज की ऊपरी सतह के सम्मुख किनारे, आपके कक्ष के सम्मुख किनारे, आपकी पृश्तक के 
सम्मुख किनारे, आपके झूलर के सम्मुख किनारे इत्यादि सब समांतर रंखाओं के युग्मों के उदाहरण 
हें। 

मानलीजिए 489 और 00 दो समांतर रेखाएँ ० _/ 3 
हैं। (देखिए आकृति 3.) हम 48, ८7 के 
समांतर है, व्यक्त करने के लिए 42 ||८/) लिखते 
हें। हम इसे ८0 ||49 भी लिख सकते हैं। 

, आइए अब समांतर रेखाओं के एक ३ | ४ 8 

गृण को देखें। हम निम्न प्रयोगों पर विचार करते हूँ। आकृति 3.7 
प्रयोग । 
... आइए कागज के पन्ने पर अपना रूलर रखें और एक तृकीली पेंसिल से रूलर के दोनों सम्मुख 
किनारों के अनुदिश दो रेखाएँ (78 और ८/0 खींचे। अब रूलर की सहायता से दोनों रेखाओं को 
दाईं ओर की तरफ जितना हो सके उतना बढ़ाएँ। क्या ये रेख़ाएँ कहीं मिलती हैं? 











>हि शओ सह कह कस 
की पा ॥ 


४ |, 2 3 4 5 6 7 8 9 '& !' 2 


कई 





आकृति 3.2 


पुनः अब रेखाओं को बाईं ओर की तरफ जितना हो सके उतना बढ़ाएँ। क्या ये रेखाएं कहीं 
मिलती हैं ? 


समांतर रेखाएँ 437 
; अंतः हम देखते हैं कि दोनों रेखाओं के बीच की दूरी प्रत्येक जगह रूलर की चौड़ाई के वराबर 
। 
प्रयोग 2 


आइए दो रेखाएँ 48 और (० लें तथा उन्हें दाईं ओर की तरफ बढ़ाएँ। [देखिए आकृति 3.3()] 
क्या दोनों रेखाएँ अधिकाधिक अलग होती जाती हैं? 


8 ला क 3 भी डा 
5 अ जा श सी 
> हे हु 
कल  प हा 
७००-._ 9". 
चर ही 5 
आकृति 3.3 


अब इन्हें बाई ओर की तरफ बढ़ाएँ। [देखिए आकृति 3,3 (7) ] क्या दोनों रेखाएँ परस्पर 
समीप आती जाती हैं ? 


हम देखते हैं कि ये एक बिंदु 0 पर मिलती हूँ । यदि इन्हें और आगे बढ़ाएँ तो क्या होता है ? 
क्या ये पुनः अलग होना प्रारम्भ कर देती हैं 


हम उपर्युक्त दो प्रयोगों से देखते हें कि 


यदि दो रेखाएँ समांतर हों तो प्रत्येक जगह ये एक दूसरे से समान दृरी' पर होती हैं। दूसरे शब्दों 
में हम दो समांतर रेखाओं के बीच की दूरी का अस्तित्व मान' सकते हैं। 


यदि रेखाएँ समांतर न हों तो उनके बीच की कोई स्थिर दूरी नहीं होती । ये ऐसी दो सड़कों 
की तरह हैं जो कि चौराहे पर मिलते के पश्चात्‌ पुनः अलग होना शुरू हो जाती हैं ! 
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प्रब्नावली १३. 


7, आक्ृति 3.4 में हम एक दरवाजे और दो 
खिड़कियों वाली दीवार का चित्र देखते हें। किन्‍्ही पाँच 
समांतर रेखाओं के युग्मों के नाम लिखिए । 





आकृति 3,4 


2, अपने आस पास की वस्तुओं में समांतर रेखाओं के युग्मों के पाँच उदाहरण दीजिए | 


3, आकृति 3.5 में आप लकड़ी का एक आयताकार 
ब्लाक देख रहे हैं। किनारों 20 और "2 को बढ़ाइए। चाहें 
इन्हें कितना भी बढ़ाया जाए ये किनारे कभी नहीं मिलते। 

क्या ये समांतर हैं? कुछ अन्य समांतर कितारों 
के युग्म बताइए। 





आकृति 3.5 


3-2 तिर्यक रेखा 

आकृति 3.6 () में 48 ओर (८ दो रेखाएं हैं तथा एक अन्य रेखा 7.// उन्हें दो विभिन्न बिंदुओं 
2 और 2 पर काटती है। आक्ृति 3.6(7) में 48, ८70 और ० तीन रेखाएँ हैं तथा एक अन्य 
रेखा 7.४ उन्हें तीन विभिन्न बिंदुओं 2,(१ और /? पर काठती है। प्रत्येक स्थिति में 2.0४ अन्य रेखाओं 
की तियंक रेखा (/#६/४०४७८/) कहलाती है। 


वह रेखा जो दो या दो से अधिक दी हा रेखाओं को विभिन्न बिंदुओं पर काठती है तियंक रेखा 
कहलातो है। दी हुई रेखाएँ समांतर भी हो सकती हैं और असमांतर भी । परल्तु इन सभी रेखाओं 
के तिर्यक रेखा के साथ प्रतिच्छेद बिंदु अवश्य ही भिन्न भिन्न होने चाहिए। 
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आकृति 33.6 


3.3 दो रेखाओं से तिर्येक रेखा हारा बनाए गए कोण 


आकृति 3.7 में 4.8 और (0 दो रेखाएँ हैं और 
तियक रेखा 2 इन्हें ऋमश: बिंदुओं 2 और 9. पर काटती है। 
रेखाओं 8 और ८.४0 से तियक रेखा आठ कोण बनाती है। 
'इत कोणों को आह्ृति में 3, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 लिखा 
गया है। क्या आप इल कोणों के पूरे नाम बता सकते हैं? 





आकृति 3,7 


. कोण 3, », 7 और 8 तियेक रेखा द्वारा दोनों रेखाओं से बनाए गए बाह्य कोण (&पशांध 
४५४४४) कहलाते हैं। कोण 3, 4, 5 और 6 अंतः कोण (क्ांश्// 4॥४/८) कहलाते हूँ। 


कोणों और 5 से संगत कोणों (८/7४७०४४१॥३ &॥४/४) का एक युग्म बनता है। इसी 
प्रकार 2 और 6, 3 और 7, 4 और 8 भी संगत कोणों के युग्म हैं । 


कोणों 3 और 5 से अंतः एकांतर कोणों (८/॥#४4/४ ४४707 4॥8/8) का एक युग्म बनता है। 
इन्हें केवल एकांतर कोण (८/॥७४४4४ ८॥8/6) भी कहते हैं। इसी प्रकार 4 और 6 भी एकांतर कोणों 
का थुग्म है। 
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प्रघनावली 3,2 


2. आकृति 3.7 में निम्न कोणों के संगत कोण लिखिए : 
() /.॥॥ () ८0977 
2. आकृति 8 7 मे. .7१() के गकांतर कोण का नाम बताइए । 


3.4 दो सम्मांतर रेखाओं से तिर्थक रेखा द्वारा बनाए गए कोण 
आइए निम्स प्रयोग को देखें! 
चरण : अपने झलर को कागज के परने पर रखें और कल 
उसके सम्मुख किनारों के अनुदिश्ष दो रेखाएँ & (९ 
४ और (./) ब्ींच। इलर को हटाने पर हमें हट 
दो स्मांतर रेखाए .!/ और (.7) प्राप्त हो जाती 
हैँ | 
चरण 2: भव एक तियेफ रखा /४' खीचें जो कि .7) और हि: 
८2) को क्रमश: /' और (0 पर काटे। साथ ही, ._..ह0ह0हत0हपतततत 0 
तिर्यक रेखा द्वारा दोनों रेखाओं से बनाए गए ५ ; 
भों कोणों को ।, 2, ४ $ 5, 6, 7 और 8 
से तिरेषित करें जैसा कि आकृति 3,8 में हे 
दिखाया गया हर | औकात ]5. ४8 
चरण 3: अब चाँदे से एकांतर कोणों 3 और 5 को मायें। क्या ये बराबर हैं” एकतिर कोण 4 
और 6 भी माषं। हमें क्या ज्ञात होता है ? 
चरण 4: पुनः आइए संगत कोणों । जीर 5 को मार्मे। क्याये बराबर हैँ ? संगत कोश 4 भर 8 
' भी भाषें। हमें कया जात होता है ? इसी प्रकार संगत कोशों के अन्य दी सग्स भी सापे । 
हमें क्या ज्ञात हाता है ? ' 
चरण 5: अब अंतः कोणों 4 और 5 जोकि तिर्यक रेखा के एक ही और हैं, को माप । क्या इनका 
योग 80' है? पुत्र: अंत: कोण 3 और 6 मापें और उनका योग ज्ञात कर। हम क्‍या 
देखते हूं ? 
आइए इस प्रयोग को समांतर रेखाओं के एक अन्य युग्म और उतकी तिग्रेक रेखा के साथ 
दोहराएँ | ह 
हमें दो समांतर रेखाओं से उनको तियेक रेखा हारा बनाए गए कोणों के निम्न गुण प्राप्त होंगे ; 
पदि एक तिर्थक रेखा वो समांतर रंख्ाओं को कारे तो (४) एकांतर कोणों वो सप्म बराबर होते 
हैं (वेखिए चरण 3), (४) संगत कोणों के युग्म बराबर होते हैं (वेखिए बरण 4), (49) तिर्यक रेजा 
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के एक ही ओर के अंतः कोणों का योग 80” होता है (देश्ििए चरण 5)। दूसरे शब्दों सें, तियंक रेखा 
के एक ही ओर के अंतः कोण संपुरक होते हैं । 


अब इस प्रयोग को दो असमांतर रेखाओं 48 तथा ८४2 और उनकी तिर्यक रेखा ///' के साथ 
दोहराएँ। (देखिए आकृति 3.9) आइए कोर्णों ।, % 3, 
4, 5, 6, 7 और 8 को मापें । हम देखते हैं कि संगत कोणों के 
यूस्म ।, 5; 2. 6; 4 8या 3, 7 में से कोई भी यूग्म ब्रावर 
नहीं है। एकांतर कोणों के युग्म 3, 5या 4, 6 में से कोई भी 
यग्म बराबर नहीं है। अंत में, कोणों 4 और 5या 3 और ७ 
का योग 80" नहीं है। इस प्रकार हम देखते हैँ कि यदि 
रेखाएँ समांतर न हों तो (), (४) तथा (॥7) में से कोई भी 
गुण सत्य नहीं होगा। दूसरे शब्दों में, यदि एक तिर्यक रेखा दो 
रेखाओं कौ कार्ट तथा (7), (४) या (॥) में से कोई एक भी 
गुण सत्य हो तो दोनों रेखाएँ समांतर होती हैं । ह 

हम इसमें से कुछ गुणों का बिता इनका सास विशेष बताए लम्ब और समांतर रेखाएँ खींचने में 
उपयोग करेंगे । 





आकृत्ति 3.9 


प्रन्‍्नावली 3.3 
3, आक्ृति 3.0 में, / और # दो समांतर रेखाएँ हैं। 


» का मान ज्ञात कीजिए । 


2. आक्ृति 3.] में, 42 और ८४) समांतर हैं। &का 
मान ज्ञात कीजिए । 





आकृति 3.74 
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3, आक्ृति 3.2 में # और 4 समांतर हैं। 
9 का मान ज्ञात कीजिए | 





आक्ृति 73.9 


3.5 सेट स्कवायर से कुछ और रचनाएँ 
3.5. एक दी हुई रेखा से उसके एक विए हुए बिंदु पर एक कोण, माना 30%, बनाना 
माना दी हुई रेखा 47 है तथा उस पर दिया हुआ बिंदु € है। 





(!) कृति 3.3 (४) 
हम यह रचना निम्न चरणों में करते हैं : 
चरण : आइए 30 सेंट स्ववायर को आकृति 3.3 (3) के अनुसार रखें जिससे 30” कोण की 
एक भुजा रेखा .8 के अनुदिश रहे । तब बिंदु ७ भी इसी भुजा पर स्थित होगा। 
चरण 2: अब सेट स्कवायर को कसकर पकड़े रहें तथा 30” के सामने वाले किनारे के अन॒दिश एक 
हूलर रखें। (छलर के स्थान पर हम दूसरे सेट स्कवायर का प्रयोग भी कर सकते हैं।) 
चरण 3: अब रूलर को स्थिर रखते हुए सेट स्कवायर को रझूलर के अनुदिक्ष तब तक सरकाएँ जब तक 
कि यह ऐसी स्थिति में न आ जाए कि ८, 30” कोण की दूसरी भुजा पर स्थित हो। [देखिए 
आकृति 3.3 (४) ] 
सरण 4: अंत में सेट स्कववायर को इस स्थिति में स्थिर रखते हुए उसके किनारे के भनुदिश किरण 
(८० खींचें। 
तब ८.22 दांछित कोण है। 
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हम देखते हैं कि इस रचता में हमें सेट स्कवायर के कोनों का प्रयोग नहीं करना पड़ा। इस प्रकार 
यदि सेट स्क्वायर के कोने टूटे दुए हों तो भी कोग की रचना की जा सकती है। 


प्रदतावली 3.4 


. अनुच्छेद 3.5.] की विधि का प्रयोग करते हुए एक दी हुईं रेखा के दिए हुए बिदु पर निम्न 
कोणों की रचना कीजिए : 
() 457? (४) 60" (90) 90" 
73: 5.2 एक दी हुई रेखा के समांतर उस पर न स्थित एक दिए हुए बिदु से होकर एक रेखा खींचना 
भाना दी हुई रेखा ४8 है तथा ८ उसके बाहर कोई बिंदु हैं। हम यह रचना निम्न चरणों में 
करते हैं : 


चरण : आइए दोनों में से किसी भी सेट स्कवायर को इस प्रकार रखें कि समकोण की एक भुजा 48 
के अनुदिश रहे। [देलिए आक्ृति 3.4 ()] 





पक 2 :222४2282 





आकृति 3.4 (४) 
/ परण 2: अब सेट स्ववायर को पकड़े रहें तथा रूलर (या दुसरे सेट स्ववायर) को समकोण की दूसरी 
भुजा के अनुदिश रखें। 
चरण 3: अब रूलर को कसकर पयड़े हुए, सेट स्ववायर को रूलर के अनुदिश तब तक सरकाएँ जब तक 


कि वह ऐसी स्थिति में न आ जाए कि विद (' समकोण की पहली भुजा पर स्थित हो। 
दिख्विए आकृति 3.4 (४)] 
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चरण 4: अंत में सेट स्क्वायर को इस स्थिति में स्थिर रखते हुए 0 से होकर इस किनारे के अनुदिश 
रेखा ८7 खींचें | 


तब ८70 ही, ८ से होकर जाने वाली तथा 4# के समांतर वांछित रेखा है। 


3.5,3 एक दी हुई रेखा पर उस पर न स्थित एक दिए हुए बिदु से लम्ब खींचना 

जब दो रेखाएँ एक दूसरे से 90” का कोण बनाती हैं तो वे परस्पर लम्ब (#०४/ढादंव्या4/) या 
सम्तकोण पर (८६ 778/ ८॥६/४) कहलाती हैं। हम लम्ब को संकंत | ' से व्यक्त करते हैं। 
.. माना 48 दी हुई रेखा है और €ः उसके बाहर कोई बिंदु है। हम यह रचना निम्न चरणों 
में करते है: 


चरण : आइए दोनों में से किसी भी सेट स्कवायर को इस प्रकार रखें कि समकोण की एक भुजा 
4# के अनुदिश रहे। [देखिए आकृति 3.5 ()] 





धर 
५ ; 
४ #$#छुगगाएएग गगधगएएशाणशशगगप्र 
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(0) (7) 
आकृति 3.5 
चरण 2: अब सेट स्ववायर को कसकर पकड़े रहें तथा एक रूलर (या दूसरे सेट स्ववायर के सबसे लम्बे 
ह किनारे) को इस सेट स्कवायर के समकोण के सामने वाले किनारे के अनुदिश रखें । 
चरण 3: अब रूलर को कसकर पकड़े हुए, सेट स्कवायर को रूलर के अनुदिश तब तक सरकाएँ जब तक 
कि वह ऐसी स्थिति में न आ जाए कि (! समकोण की दूसरी भुजा पर स्थित हो । [देखिए 
आकृति 3,85 (४)] 


चरण 4: अंत में सेट स्ववायर को इस स्थिति में स्थिर रखते हुए ( से होकर इस किनारे के अनुदिश् 
रेखा ८2 खींचें। 


तब ८7) ही 48 पर ८ से होकर बांछित त़म्ब रेखा है । 
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प्रन्‍नावली 3.5 


4. एक रेखाखंड 48 खींचिए तथा इसके विपरीत ओर बिदु ७ और / लीजिए। ८ से होकर 
८29].48 खींचिए तथा 2 से होकर #:7| 48 खींचिए। सेट स्कवायर की सहायता से,जाँच कीजिए कि 
0 0|॥ दा है । 


आप क्या देखते हैं? एक हो रेखा के सम्मांतर रेखाएँ परस्पर समांतर होती हैं। 


2, समांतर रेखाओं 070, 42 और 7” की एक 
तियेंक रेखा खींचिए। (देखिए आकृति 3.6) कोणों 
को !, 2 तथा 3 लिखिए और उन्हें मापिए। क्या ये 
बराबर हैं! 





आकृति 33.6 
0 सैमी 
3, 0 सेमी का एक रेखाखंड 48 लीजिए। 4 | कं 
से होकर //0 । 47 इस प्रकार खींचिए कि 4/0--5 ््ः 
सेमी हो। 2 से होकर .00॥.48 इस प्रकार खींचिये $. है 
कि 0--0 सेमी हो । 0औरं# को जोड़िए । (देखिए “ हर 
आकृति 3.7) तब 48207 एक आयत होगा जिसकी - 
भुजाएँ 0 सेमी और 5 सेमी हैं। 4 0 सेमी हे 
आकृति 3.7 


4, 8, 5 सेमी तथा' 5.6 सेमी भुजाओं वाला एक आयत खींचिए । 
5, 0 सेसी की भुजा का एक वर्ग खींचिए। 


6. स्केल ] मीटर८-] सेमी का प्रयोग करते हुए 5 मीटर चौड़ी एक सीधी सड़क का चित्र बनाइए । 


[पष्न में तात्पये यह है कि सड़क के किनारे समांतर हैं तथा प्रत्येक जगह उनकी परपर दूरी री 5 
सेमी है। घूँकिस्केल । मीटर --। सेमी है अत: हमें 5 सेसी की दूंरी पर दो समांतर रेखाएँ सींचनी हैं। 
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हम कोई रेखा 48? और उस पर एक बिंदु 0 लेते हैं। न्‍> हट * 
अब हम .48 पर लम्ब 00 इस प्रकार खींचते हैं कि 
0(--5 सेमी हो। ८ से होकर हम 202।।.42 खींचते 5 सेमी 
हैं। (देखिए आकृति 3.48) 
दोनों रेखाएँ 48 और 207 ही सड़क का चित्र है !] हे 3 
भाकृंति 5.8 


7, स्केल । मीटर] सेमी का प्रयोग करते हुए 6 मीटर चौड़ी सीधी सड़क का चित्र सींचिए । 
,8. एक आयताकार कमरे के फर्श का चित्र खींचिए जिसकी लम्बाई और चौड़ाई क्रमञ्न: 6 मीटर 
और 4 भीटर हैं। स्केल । मीटर-- | सेमी का प्रयोग कीजिए । 


9. स्केल 0 मीटर--॥] सेमी का प्रयोग करते हुए 00 मीटर लम्बे और 75 मीटर पौड़े एक 
बायदाकार खेत का चित्र बनाइए । 


एकक ऊँ 
त्रिधुज 


4.] भिभुज 
आइए आकृति 4. को देखें। क्या आप इस / 
आकृति का नाम बंता सकते हें? यह एक त्रिभुज 
(#720४/४) है। आइए हम तिभुजों का पुनरावलोकन 
करें तथा उनके कुछ और तथ्यों का अध्ययन करें। 


त्रिभुज तीन असंरेखी बिंदुओं जैसे, 2, ४ और 4 को 
जोड़ने से प्राप्त रेखाखंडों 20, (4 और 47 से बनता 
है। (देखिए आकृति 4.) इस प्रकार हमें त्रिभुज 8 ( 
#70 प्राप्त होता है। त्रिभुज शब्द को व्यक्त करने के आकृति 4.व: त्रिभुज 
लिए संकेत “/५” का प्रयोग किया जाता है। हम देखते हैं 
कि 0486 को ७8८४4, (0८४४, /७४.40 इत्यादि भी कहा जा सकता है। 


के रेखाखंड 8८, ८4 और 48 इस त्रिभुज की भुजाएँ (४४6) कहलाती हैं तथा इन रेसा- 
डों की लम्बाइयाँ भुजाओं की लम्बाइयाँ कहलाती हैं। बिदु 4, 2 और ( शीर्ष (7४/:6) कहलाते 
हैं । 45 भुजा 80 के सम्मुख (०//०5£), शीर्ष 2 भुजा ८4 के सम्मुख तथा शीर्ष (' भुजा 48 
के सम्मुक्ष है। 


तीनों रेखाखंडों 2८, (4 और 48 से कितने (अंतः) कोण बनते हैं? स्पष्ट है, तीन कोण। 


ये कोण 2.4८, (8.4 तथा (9 हैं। इन्हें केवल ८.4, /& तथा (८ पे भी व्यक्त किया जा सकता 
है। ८.4 भुजा 2८ के सम्मुख, // भुजा ८४ के सम्मुख तथा //( भुजा 47 के सम्मुख है। 


आकृति 4.] में हम कह सकते हैं कि भूजा 86 त्रिभुन का आधार (£८/८) तथा सम्मुख 
कोण / शीर्ष कोण (7४४८८/ 4४४४४) है। परल्तु, वास्तव में त्रिभुज की किसी भी भुजा को आधार 
तथा उसके सम्मुख कोण को शीर्ष कोण माना जा सकता है। 


भुजाओं की लम्बाइयों का योग अर्थात्‌ 20--04--./8, (५.8८ का परिसाप (#थॉताधं#) 
कहलाता है। 


१48 गणित 


4.2 त्रिभुज का अभ्यंतर और बहिर्भाग 

हम किसी घर या खेत के अभ्यंतर और बहिर्भाग के बारे बात किया करते हैं। हम यह भी कहा 
करते हैं कि फूटबाल का खिलाड़ी 2 के अंदर अर्थात्‌ अम्यंत्तर [प्रत्येक गोल (8०४) के पास का 
अधवृत्ताकार क्षेत्र] में है। 

आइए एक भूखंड और उसकी सीमा (/07708/9) पर विचार करें। सीमा के अंदर कोई भी 
वस्तु उसके अम्यंतर में है तथ। सीमा के बाहर कोई भी वस्तु उसके बहिर्भाग में है। यदि कोई व्यक्ति 
अभ्यंतर से बहिर्भाग या विलोमत:ः बहिर्भाग से अभ्यंतर में जाना चाहे तो उसे सीमा को अवश्य पार 
करना पड़ेगा । 


हम कोण के अभ्यंतर और बहिर्भाग की चर्चा करते समय इन कल्पनाओं का पहले ही प्रयोग कर 
चुके हैं। अब हम त्रिभुज के लिए भी ऐसा ही करेंगे । 

आइए कागज़ के पन्ने पर एक त्रिभुज 486 खींचें। ६ 
त्रिभुज, तल के (सभी) बिंदुओं को तीन भागों में 
विभाजित करता है। पहला ऐसे बिंदु /,, जिन्हें हम कहते "8 
हैं कि ये त्रिभुज के अंदर स्थित हैं। वूसरा ऐसे बिंदु 0, | * 
जिन्हें हम कहते हैं कि ये त्रिभुज के बाहर स्थित हैं। तथा 
तीसरा ऐसे बिंदु 22, जो कि त्रिभुज की किसी एक भुजा 
पर स्थित हैं । (देखिए आकृति 4, ह तल का वह भाग / 





हि 





जिसमें ऐसे सभी बिंदू / स्थित हें त्रिभुज का अम्यंतर. 9 77 7 7 हए। 7: 
(कांगां।' थी #2 #7/४7४) कहलाता है। 2 जैसे 
सभी बिंदु अभ्यंतर की सीमा (80४४४८८००७ ९8 ऐ।क7४) आकृति 4.2 


बनाते हैं। "५420 के अभ्यंतर और उस'की सीमा को मिलाकर त्रिभुजाकार क्षेत्र (#72/22४/6/ ' 
१८४४०४) कहा जाता है। 

तल का वह भाग जिसमें ऐसे सभी बिंदु (2, स्थित हैं, त्रिभुज का बहिर्भाग (८४/४:०7 ९ ॥/72 ॥7८॥४/४) 
कहलाता है। अब आक्ृति 4,2 में बिंदुओं 2? और 4 को देखें। ये 20 के एक ही ओर स्थित हैं। 2? 
और » के बारें में आप क्या देखते हैं? 2? और € के बारे में आप क्या देखते हैं ? हम देखेंगे कि अभ्यंतर 
के सभी बिंदु जैसे कि ? त्रिभुज की प्रत्येक भुजा के उसी ओर स्थित हैं जिस ओर कि सम्मुख शीर्ष । 

आइए अब की | 0और 4 को देखें। ये.26 के एक ही ओर स्थित हैं। इसी प्रकार बिंदु (2, 
और 2, ८4 के एक ही ओर स्थित हैं। परन्तु बिंदुओं 2,और ( के बारे में आप क्या देखते हैं ? ये .48 
के विपरीत ओर स्थित हैं। इस प्रकार त्रिभुज के बहिर्भाग के 3 उसके अम्यंतर के बिदुओं से कुछ भिन्न 
३ है क्या अब हम त्रिभुज के अभ्यंतर और बहिर्भाग को का कोई नियम बता सकते हैं ? 

यम है' ह 


जिभुज के अम्यंतर के सभी बिंदु प्रत्येक भुजा के उसो ओर स्थित होते हैं जिस ओर कि सम्मु[ शीर्ष । 


हम यह भी देखते हैं कि हम त्रिभुज की एक भुजा को बिता. पार किए (काठे) 2? से 2. या ९. से 
2? तक नहीं पहुँच सकते। 
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प्रश्नावली 4. 


. आकृति 4.3 में कितने विभिन्न त्रिभुज हूँ? प्रत्येक का नाम 
बत्ताइए । 


शी 
जज 
न 


आकृति 4.3 


2. आकृति [4,3 के कौन कौन से त्रिभुजों के बहिर्भाग में 2 स्थित हैं? कौन कौन से त्रिभुजों की कम 
से कम एक शुजा पर 2 स्थित है ? 


छे १] '# (६ ९ 


3, आकृति 4.4 के सभी 838) | के नाम बताइए! इनमें से 
कौन से निभुजों के अभ्यंतर में 2? स्थित है ? कौनसे चिभुजों के बहिर्भाग 
में & स्थित है ? कितने त्रिभुजों की कम से कम एक भुजा पर / स्थित 
है ? कितने निभुजों की कम से कम एक भुजा पर & स्थित है ? 





आकृति 4.4 


4.3 त्रिभुज के फोणों का योग 


4. 3.7 एक नुकीली पेंसिल की सहायता से आइए अपने सेट स्क्वायर क्री वाहरी रूप रेखा (०४6 ४४6) 
खींचें। प्रत्येक एक त्रिभुज है। अब प्रत्येक त्रिभुज के कोणों को मापें। 30" सेट स्ववायर से बने त्रिभुज 
के कोण 30", 90", और 60" होंगे। इन कोणों का योग क्या है ? 45" सेट स्क्वायर से बने त्रिभुज 
में कोणों का योग क्या है ? हम देखेंगे कि प्रत्येक त्रिभुज में कोणों का योग 80" है। 


/ि 
4. 3.3 आइए एक तिभुग 486 बनाएँ और उसके 
कोणों को चाँदे से मापें। इसके कोणों का योग क्या है ? 


44.3.3 आइए एक रेंखाखंड 2(/ लें और बिंदु 2 पर 
50” का एक कोण बनाएँ तथा (पर 60 का। (देखिए ६ 


आकृति 4.5) हमें एक /४.420 प्राप्त होता है। अब हे (60५ 
<.४ को मापें। /.4-- / 82 -+ /(: कितना है ? 


आकृति 5 


4580 5 बचित ॥ 
2 और ८ पर विभिन्न कोण बनाकर, आइए इस प्रयोग को दोहराएँ तथा प्रत्येक स्थिति :में तोनों 
कोणों का योग ज्ञात करें। हम देखेंगे कि 
त्रिभुज के कोणों का योग 780" होता है। 


१4. 4 न्यून कोण, समकोण और अधिक कोण त्रिभुज 
हम जिभुजों का उनके कोणों के अनुसार निम्न प्रकार वर्गीकरण करते हें 


वह जिभुज जिसके सभी कोण न्यून कोण हों न्यून कोण श्रिभ्ुज (4८४४८ ॥7०॥९/८) कहलाता है । 
[देखिए भाकृति' 4.6 (3)] 


। ८ हे 
हु 8 है. हि 3 & हे 
(0) 0) (॥) 
स्यूब कोण विभुज ह समकोण जिभुज अधिक कोण त्िभुज 
आकृति 4.6 


बहू त्रिभुज जिसका एक कोण समकोण हो समकोण प्रिभुज (#४४/४ ४76/8/४) कहलाता है । 
(दिलिए आकृति 4.6 (॥)] दोनों सेट स्कवायर समकोण त्रिभुजों के उदाहरण हैं। 


अंत में, बहु तिभुज जिसका एक कोण अधिक कोण हो अधिक कोण परिभुज (०१४४४८ /74/2४/) 
कहलाता है। [देखिए आकृति 4.6 (3/) 


प्रबलाषली ॥4.2 


. क्या आप एक से अधिक समकोण वाला एक त्रिभुज ख्रींच सकते हैं ? 
2, क्या आप एक से अधिक, अधिक कोण वाला एक त्रिभ्रुज खींच सकते हैं ? 
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3, /५47०९ में 
() ८455-40" ८8--60?। 0 ज्ञात कीजिए । 
(४) ८455/25--60"। /८ ज्ञात कीजिए । 
(४) ८.45>0", /25--40१॥। ०0 ज्ञात कीजिए । 
(५) /825--90", /4--/८। /.4 और 0 ज्ञात कीजिए । 
4, प्रदत्त 3 में कौनसे त्रिभुज 
(क ) न्यून कोण त्रिभुज 
(ख) समकोण त्रिभुज या 
(ग) अधिक कोण त़िभुज 
हें? 


5. कया निम्न कथन सत्य हैं? 
() किसी त्रिभुज के सभी कोण न्यून कोण हो सकते हैं। 
(४) किसी जिभुज का एक कोण समकोण तथा शेष कोण न्यून कोण हो सकते हैं । 
(४) किसी त्रिभुज के दो कोण समकोण और तीसरा कोण न्यून कोण हो सकता है। 
(7ए) किसी त्रिभुज में दो अधिक कोण हो सकते हैं। 
6, एक त्रिभुज 420 ख्ींचिए। 48 को एक बिंदु 2) तक इस प्रकार बढ़ाइए कि 2, 4 और 
2) के मध्य स्थित हो। ८८82, ८4658 तथा (48 को मापिए तथा जाँच कीजिए कि 
८०870 -- /049-- ८4८79 
7. एक त्रिभुज (8८ में 48--2,4 सेमी, (--.8 सेमी तथा 807--2,4 सेमी है। 
छसका परिमाप ज्ञात कीजिए । 
8. (५42८ का परिमाप 0०४४९ के परिमाप से दुगुता है। क्‍या ८“4--८2-+ ८५ 
++८70-+-८2+ ८/ है ! | 
9. किसी त्रिभुज के कोण :2: 3 के अनुपात में हें। उसके कोण ज्ञात कीजिए। यह किस 
प्रकार का त्रिभुज है ? 
. 0, किसी त्रिभुज के कोण : : 2 के अनुपात में हें। उसके कोण ज्ञात कीजिए हैँ 


अभय 
न 


7, कोई निभुज 420 खींचिए और 48 का मध्य-बिंदु & मान लीजिए। 22 [2८ इस 
प्रकार खींचिए कि 4 भुजा 46 पर स्थित हो । 
(0) 4?और 2८ को मापिए और जाँच कीजिए कि ये बरावर हैं । 
(7) 22 और 2८ को मापिए और जाँच कीजिए कि <2--३ 20 
2. कोई तरिभुज 420 खींचिए। 2८ को एक बिंदु # तक इस प्रकार बढ़ाइए कि € बिंदुओं 2 
और /£ के सध्य स्थित हो । सेट सक्‍्वायर का प्रयोग करते हुए ८४ | 2.4 खींचिए। 
(४) ८2.40 और 4९४९ को मापिए तथा जाँच कीजिए कि ये बराबर हैं । 
(8) ८4#६ और /#८72 को मापिए तथा जाँच कीजिए कि ये बराबर हैं। 
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4, 5 विषभबाहु, समद्विबाहु और समबाहु तरिभुज 
हम विभुजों का उनकी भुजाओं के अनुसार निम्न प्रकार वर्गीकरण करते हैं : 
यदि जिभुज की सभी भजाएँ लम्बाई में असमान हों तो वह विषमबाहु त्रिभुज (3८६(६४० #48/४) 


कहलाता है। [देखिए आक्ृति 4.7 (+)] हम प्रायः इस वाम का प्रयोग.नहीं करते क्योंकि अधिकतर 
जो त्रिभुज हम खींचते हैं या जो हमें देखने को मिलते हैं वे विषमबाहु ही होते हैं । 


छा 
८ 
८ 
॒ 8 / ही 8 ८ के 
() पा) की)... 
' घिषमबाहु तिभुज समद्िबाहु निभुज' समबाहु त्रिभुज 
भांति 24,7 


यदि त्रिभुज की दो भुजाएँ बराबर (समान) हों तो वहू समद्विबाहु जिभुज (706४6 8/74॥82/४) 
कहलाता है। (देखिए आक्ृति 4.7 (४)] 


यदि त्रिभुज की सभी भुजाएँ बराबर हों तो वह्‌ समबाहु त्रिभुन (०४४४ #द8/६) 
कहलाता है। [देखिए आकृति 4,7 (8)] 


हम एकक 27 में देखेंगे कि विषमबाहु जिभूज के सभी कोण असमान होते हैं, समह्विबाहु त्रिभुज 
में बराबर भुजाओं के सम्मुख कोण बराबर होते हैँ तथा यह कि समबाहु विभुज के सभी कोण बराबर 
होते हैं। 
4,6 जिभुज की किन्‍्हीं दो भुजाओं का बोग 
4.6,] आइए एक च्रिभुज 420 खींचें और उत्तकी भुजाएँ मापें ) 

क्या 26--0.4>.48 है ? क्या 20--42>८4 है,? क्‍या (4---4३>-26 है ? 


अब इस प्रयोग को कुछ और तिभुजों के साथ दोहराएँ। आप क्या देखते हैं ? हम देखेंगे कि तरिभुज 
की किल्‍्हीं दो भूजाओं का योग तीसरी भुजा से बड़ा होता है ३ 


त्रिभुज 83 


प्रइनावली ॥4.3 


4. आकृति 4.8 में तीन समद्विबाहु जिभुज दिए हें। उनकी बराबर भुजाओं के नाम बताइए। 
|॥ ? (2 
ढु हल 


ने ह् हा 
0) (४) . (४) 
आकृति 4.8 
2. एक त्रिभुज की प्रत्येक भुजा, परिमाप की एक तिहाई है। यह त्रिभुज किस प्रकार का है ? 
3, एक समद्विबाहु तिभुज का एक कोण 20" है। अन्य दोनों कोण ज्ञात कीजिए । 
4. एक समह्िबाहु त्रिभुज का एक कोण 90" है। अन्य दोनों कोण ज्ञात कीजिए । 


एकक 5५ 
पृ 


5. बृत्त 


हम पिछली कक्षाओं में वृत्त से संबंधित अनेक संकल्पनाओं जैसे कि केन्र (८॥॥४), तिज्या 


(78279), वृत्तसंड (उ६ह॥80 ता 2 67०४४), त्िज्यसंड 
(5४४०), उसका अभ्यंतर (॥४/४70) और बहिर्भाग 
(८आंध्ा/) के बारे में पहले ही पढ़ चुके हैं। हम 
इस एकक में इनका संक्षेप में पुनरावलोकन करेंगे तथा कुछ 
और संकत्पनाओं का अध्ययन करेंगे। बृत्त, तल के ऐसे सभी 
बिंदुओं से बना होता है जो कि तल में एक दिए हुए बिंदु, 
मान लीजिए ८, से समान दूरी, मान लीजिए #, पर हों। 
(देखिए आकृति 5.) बिंदु ८ वृत्त का फेन्द्र तथा दूरी # 
पिज्या कहलाती है। कभी कभी वृत्त' शब्द को संकेत ७' 
से भी व्यक्त किया जाता है। 


मान लीजिए बिदु 4 केद्ध / और तिज्या ? वाले किसी वृत्त 
पर स्थित है। ७ और 4 को जोड़िए। (देखिए आकृति 5.2) 
रेखाखंड (4,जिसकी लम्बाई / है, भी वृत्त की त्रिज्या कहलाती 
है। यह बेहतर होगा कि इस रेखाखंड को कोई दूसरा नाम 
दिया जाए। 
जिज्य रेखासंड (74०6 5६2॥४४) एक अच्छा नाम 
होगा। परल्तु त्रिज्या शब्द का दो अर्थो में प्रयोग चिर प्रचलित 
है और हम इन्हीं प्रयोगों का अनुकरण करेंगे। हम देखते हैं कि 
दूरी के अर्थ में वृत्त की केवल एक ही त्रिज्या है जबकि केन्र को 
(303 किसी बिंदु से जोड़ने वाले रेखाखंड के अर्थ में चाहें जितनी 
एँ हो सकती हैं । ह 


यदि वृत्त पर कोई अन्य बिंदु 8 स्थित हो तो रेखाखंड 02. 





आकृति 5.4: वृत्त 
8 


जी 


आकृति 5,2 


की वही लम्बाई होगी जो कि रेखाखंड 0४ की है। इस प्रकार ०2, (4 के बराबर है। हम यह 


निष्कर्ष निकालते हैँ कि दत्त को तभी त्रिज्याएं बराबर होतो हं। 


घुस 888 


आइए, आकृति 5.2 में जिज्या 40 को बढ़ाएँ जिससे वह ता से पुन: 2) पर मिले। रेखाखंड 
42), वृत्त का व्यास (दंध्धाए४/४) कहलाता है। स्पष्ट है कि 4(--८४०। इस प्रकार व्यास 
4705-246॥ 

दूसरे शब्दों में, व्यास की लम्बाई 27 अर्थात्‌ ब्रिज्या की दुगुनी है। हम केवल यह भी कह सक्तें 
हैं कि वृत्त का व्यास 97 है। वृत्त की पंरिमाप उसको परिधि (८67०४॥४/०४०॥४४) कहलाती है। 


78.2 चाप और जीवाएँ ग 
ः हक] (2 
माना केन्द्र ८ के किसी वृत्त पर 2! और ९ दो बिंदु हैं। 
(देखिए आकृति 5.3) बिंदु ” और 0 वृत्त को दो ० 
भागों में विभाजित करते हैं। प्रत्येक भाग चाप (७८) ८ 
कहलाता है । 
भाकृति 5.3 


उपर्युक्त आक्षति में दोनों में से किसी भी भाग को चाप 22, कह सकते हैं। हम चाप 20 को . 


व्यक्त करने के लिए संकेत #0 का प्रयोग करते हैं। चूंकि यहाँ दो चाप 22 हैं, इसलिए हमारे कार्य | 
में इससे कुछ भ्रम उत्पन्न हो सकता है। इस भ्रम से बचने के लिए हम वृत्त पर एक तीसरा बिंदु, मान लीजिए: 


2 ०. अंकित लक ्क चऔिक हट 8 

4, जैसा कि आकृति में दिखाया गया है अंकित कर लेते हैँ और इस भाग को चाप 240 अर्थात्‌ 240, 
हैं। , 

सामान्यतः दोनों चापों 0 में से एक, दूसरे चाप से बड़ा होता है। बड़ा चाप दीर्घ चाप (#द्ग// 


4४) तथा छोटा चाप लघु चाप (॥8० ८४०) कहलाता है। इसका दोनों चापों की पहिचान करने 
में भ्री उपयोग किया जाता है। « ) * 






यदि हम वृत्त पर स्थित किन्‍्हीं दो है, [2और 0, ९? 
को मिलाएँ तो रेखाखंड 20 बृत्त की (५४०४४) 
कहलाती है। (देखिए आकृति 5.4) निस्संदेह, जब जीवा 
केंद्र ८ से होकर जाएं तो वह व्यास बन जाती है। (देखिए 
आकृति 5.5) दूसरे शब्दों में, वृत्त का व्यास वह जीवा है 
जो केन्द्र से होकर जाए। 


आकृति 5.4 


वृत्त का व्यास जैसे कि 2८0 वृत्त को दो बराबर 
ज्ञापों, मान लीजिए, 240 और /20 में विभाजित 
करता है। भाकृति को व्यास /!( के अनुदिश मोड़ कर 
यह जाँच की जा सकती है कि दोनों चाप बराबर हें। र 
मोड़ने पर चाप 2240 ठीक चाप 20 पर पड़ेगा। इनमें 
से प्रत्येक चाप एक अर्धवत्तीय चाप (उ&॥४८४/घ४४८० #८) या 
केवल अर्धवत्त (४४४४४८४८/०) कहलाता है। 


8 
आकृति 5,5 


माना ८ केन्ध वाले वृत्त पर 2 और 0 कोई दो बिंदु हैं। 
आइए 2 और ८ तथा (? और (८ को जोड़ें। (देखिए आकृति फ्ँ 
5.6) हम कहते हें कि चाप 20 केन्द्र पर कोण 2८0 
बनाता है। हम यह भी कह सकते हें कि जीवा "(2 केद्ध पर 
कोण 2९, बनाती है। वृत्त का व्यास केन्द्र पर कंसा कोण 
बनाता है ? स्पष्ट है, एक ऋजु कोण । 


आकृति 5.6 


प्रइनावली 5- 


, निम्न जिज्याओं के वृत्त खींचिए : 
(क) 4 सेमी (ख) 2.6 सेमी (ग) 3.5 सेमी 
2, निम्न व्यास वाले वृत्त खींचिए : 
(क) 6सेमी  (ख) 8.4 सेमी (ग) 5 सेमी 
3, बताइए कि निम्न में से कौन से कथन सत्य हैं और कौन से असत्य । 
(क) वृत्त की सभी त्रिज्याएँ बराबर होती हैं। 
(ख) त्रिज्या, वृत्त की एक जीवा है। 
(ग) वृत्त का व्यास उसकी जिज्या का दुगुना होता है। 
(घ) एक वृत्त के दो केन्द्र हो सकते हैं। 


वृत्त हक 


4, केंद्र 0 और 3.5 सेमी त्रिज्या लेकर एक वत्त खींचिए। दो त्रिज्याएँ 04 और 078 इस- 
प्रकार खींचिए कि //22--60" हो। (चाँदे का प्रयोग कीजिए) 4 और # को जोड़िए और 
जीवा 48 मापिए। क्या /५ 0.48 समबाहु त्रिभुज है? 


5, ( को केन्द्र मानकर किसी भी त्रिज्या का एक वृत्त खींचिए। कोई तीन जीवाएँ खींचिए 
जो केन्द्र से होकर त जाएँ। साथ ही वृत्त का एक व्यास भी खींचिए। व्यास और प्रत्येक जीवा 
की लम्बाई मापिए। कौन सबसे लम्बा है? हम देखेंगे कि व्यास, बृत्त की सबसे लम्बी जीवा है । 


6. किसी भी त्रिज्या का एक वत्त और उसकी एक 
जीवा 48 खींचिए जैसा कि आकृति 5.7 में दिखाया गया है। 
माना जीवा के एक ही ओर वृत्त पर तीन बिंदु 2, /” और 6 हूँ । 
इन बिंदुओं को 4 और # से मिलाइए। ८4&8, /778 
और 467 मापिए। क्या ये बराबर हैं? 


7. € केक मानकर किसी भी जिज्या का एक वृत्त 
खींचिए। म्रान लीजिए 482 कोई जीवा है और / वृत्त पर . 
स्थित कोई. बिंदु है जैसा कि आकृति 5.8 में दिखाया गया है! 
42, 22, 4५ और 2८ खींचिए । 4729 तथा ८4८४ को 
मापिए तथा जाँच कीजिए कि /.4072-2 4४8 । . 





आकृति 8.8 


8. वृत्त का एक चाप केन्द्र पर 00? का कोण बताता है। तदनरूपीः दीघे चाप द्वारा केन्द्र 
पर बनाया गया कोण ज्ञात कीजिए । 


$58 गणित 


5.3 बूत्त का अस्यंतर और बहिर्भाग 


साना तल में कोई बिंदु 0 है। आइए 0 को केन्द्र ही 

भानकर और कोई त्रिज्या # लेकर एक वृत्त खींचें। तब, 

बृत्त तल' के (सभी) बिंदुओं को तीन भागों में विभाजित 

करता हैं। पहला ऐसे बिंदु /, जो वृत्त के अन्दर स्थित हैं। ५३ हि 
दूसरा ऐसे बिंदू 0,, जो वृत्त के बाहर स्थित हैं तथा तीसरा 
ऐसे बिदू ४0, जो कि वृत्त पर स्थित हैँ। (देखिए आकृति 
5.9) तर्ल का वह भाग जिसमें ऐसे सभी बिंदु /? 
स्थित हैं वृत्त का अभ्यंतर कहलाता है। # जैसे सभी एि 
बिंदुओं से अमभ्यंतर की सीमा बनती है। वृत्त के अभ्यंतर > ' 
और उसकी सीमा को मिलाकर वृत्तीय क्षेत्र (#/८४/६/ ः हि 
72६४०#) कहते हैं । 3 पलक कम 


आक्रृति' 5,9 
तल का बह भाग जिसमें ऐसे सभी बिंदु 2, स्थित हों बुत्त का बहिर्भाग कहलाता है। 


माना 0 केन्द्र और त्रिज्या # वाले वृत्त के अभ्यंतर में 2? कोई बिंदु है। आइए 0 और / को 
जोड़ें और 0/? को बंढ़ाएँ ताकि वह वृत्त को 4 पर काटे। 
(देखिए आकृति5.0) स्पष्ट है कि0/ बृत्त की त्रिज्या ऐक्‍ 
0 से छोदा है। दूसरे शब्दों में, वृत्त के अभ्यंतर के किसी 
भी बिंदु 2? के लिए 02</ होता है। | 

पुनः माना (9 वृत्त के बहिर्भाग में कोई बिंदु है। अब 
0 और 0.को जोड़ें। रेखाखंड 00 वृत्त को माना बिंदु # 
पर काटता है। (देखिए आकृति 5.0) स्पष्ट: है 
00>02। परतु 08 वृत्त की एक त्रिज्या है। 
इस प्रकार, वृत्त के बहिर्भाग के किसी भी बिंदु 9, के लिए 
00>? होता है। | 

क्या अब हम यह निर्धारित करने का कोई नियम 
बता सकते हैं कि एक बिंदु पर के अभ्यंतर में है या कि 
बहिर्भाग में हैं या कि वृत्त पर है? नियम है कि : ” आकृति 5.0 
बिंदु 2? केद्ध 0 और त्रिज्या / वाले वृत्त के अभ्यंतर में, बृत्त पर या बृत्त के बहिर्भाग में स्थित होगा 
जअवकि क्रमश : 0/?<7, 07--+ या 00>+ हो। 

हम यह भी देखते हैं कि यदि हमें अस्यंतर के किसी बिंदु से बहिर्भाग के किसी बिंदु तक या विलो-. 
मततः बहिर्भाग के किसी बिंदु-सें अंभ्यंतर के किसी बिंदु. तंक जाना हो तो हमें युत्त को कअवद्ये ही पार 
करना (काटना) पड़ेगा। | | * 








5:4 बृत्त-झंड और जिज्यस्ंड 


भाता 0 केच् वाले वृत्त पर / और 0 कोई दो बिद़ हैं । 


20. वृत्तीय क्षेत्र को दो भागों में विभाजित करती है। 
इनमें से प्रत्येक एक वत्त-खंड (+८#शार्स ए[ 6 ८76४6) 
कहलाता है। हम इनमे से प्रत्येक को वृत्त-खंड 2(2 कहते 
हैं। स्पष्ट है जिस वत्त-खंड /0 में कंन्द्र स्थित है वह 
बड़ा वृत्त-खंड है। परन्तु यहाँ हम यह मान लेते हैँ कि 
जब तक कि अन्यथा कहा न जाए वत्त-खंड (२ से हमारा 
तात्पय दोनों वृत्त-खंडों में से छोटे वाले वृत्त-खंड से होगा! 
आकृति 5.77 में वत्त-लंड 20, को छायामय (5/४८४४) 
दिखाया गया है । 


पुन: मानता 0 केन्द्र वाले वृत्त पर 2 और ( कोई दो 
/९ आइए 0 और 2 तथा 0 और 07, को जोड़ें। 
दोनों त्रिज्याएँ 0722 और 00 वृत्तीय क्षेत्र को दो भागों में 
विभाजित करती हैं। इनमें से प्रत्येक वृत्त का त्रिज्यसंड 
(5४४०/) कहलाता है। हम इनमें से प्रत्येक को त्रिज्य्ंड 
020 कहते हैं। स्पष्ट है जिस त्रिज्यलंड 0/?0 में दीर् 
चाप सम्मिलित है वही दोनों त्रिज्यसंडों में बड़ा है। पन्रतु 
हम्त यह सान लेते हें कि जब तक कि अन्यथा कहा न जाए 
त्रिज्पसंड 020 से हमारा तात्पय छोटे वाले त्रिज्यसंड से 
ता अर्थात्‌ उस त्रिज्यसंड से होगा जिसमें लघुचाप सम्मिलित 

। 


आकृति 45.2 में त्रिज्यखंड 027 को 
छायामय दिखाया गया है। “00, त्रिज्यलंड का 
कोण (८॥४/८ [१ 5४८००) कहलाता है। 


प्रश्नावली 85.2 


389$ 


आइए » और 0 को जोड़ें। 'ज्ीबा 


भआाइति 5. 





आकृति 5.2 


!, दो बिंदु 0 और 2! दिए हैं। 0 को केन्द्र मानकर एक वृत्त खींचिए जो कि बिंदु /? से होकर 


जाए। 


अधध्यंतर में 


2, का ६ जौर £, दिए हैं। £ को केन्द्र आतकर एक ऐसा वृत्त ज्ञीचिए कि ९, उसके 


690 गणित 


.. _ 3, दो बिंदु 0 और 7२ दिए हैं। 0 को केन्द्र मानकर एक ऐसा वृत्त खींचिए कि # उसके बहिर्भाग 
में रहे । 
4, एक वृत्त और उसके बहिर्भाग में एक रेखा खींचिए। क्या आप एक ऐसी रेखा खींच सकते 
हैं जो कि पूर्णतया वृत्त के अम्यंतर में हो ? 
5. 3 सेमी त्रिज्या का एक वृत्त खींचिए और इसका एक जा 20 ऐसा बनाइए कि जीवा 
209 की लम्बाई (3) 3 सेमी, (/) 4 सेमी, (7) 8 सेमी हो । 
6. 3.5 सेमी त्रिज्या का एक वृत्त खींचिए तथा इसमें वृत्त-खंड 20, इस प्रकार छायांकित 
(४44४) कीजिए कि जीवा 20 द्वारा केन्द्र पर बनाया गया कोण 
(४) 30", (7) 45", (77) 60" हो। 
[इन कोणों को बनाने के लिए चाँदे का प्रयोग कीजिए ।] 
7. 4 सेमी त्रिज्या का एक वृत्त खींचिए और उसमें निम्न कोणों के त्रिज्यखंड खींचिए : 
() 35" (9) 75" (#) 320" (४) २40 
. प्रत्येक के लिए अलग अलग चित्र बनाइए । 


एकक हा 


परकार से कुछ रचनाएँ 


6,7 एक दिए हुए कोण के बराबर कोण बनाता हि 
माना 2.46 दिया हुआ कोण है! इस कोण के बराबर कोण हम निम्न चरणों में बनाते हैं : 


चरण : हम एक किरण 02 खींचते हैं । 


घरण 2: हम परकार (८॥४१४०5७) को थोड़ा खोलकर और उसके नुकीले सिरे को 4 पर रखकर, 
एक चाप 2.0४ खींचते हैं जो कि 48 को 7. पर तथा ६ को /४ पर काटता है । 


रे 


शि [ 5 0 रि 
आकृति 6, 


चरण 3: परकार के फैलाव में बिना कोई परिवर्तेत किए अब हम उसके नृकीले सिरे को .0 पर रखकर 
2# को 2! पर काटठता हुआ एक चाप 20 खींचते हैं। 

चरण 4: इसके बाद हम परकार को उठाकर उसके तुकीलें सिरे को /. पर रखते हैँ तथा उसके फैलाब 
को इस प्रकार व्यवस्थित करते हैँ कि पेंसिल वाला सिरा 6 पर रहें। 

चरण 5: पुनः परकार के फैलाव में बिना कोई परिवत्तेन किए अब हम तुकीले सिरे को /? पर रखकर . 
चाप 20 को / पर काटता हुआ एक चाप खींचते हैं। 

चरण' 6: अंत में हम 20 और # को जोड़कर किरण /7' खींचते हैं । 
तब, /#777 बांछित कोण है। (देखिए आकृति 6,) 
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प्रघनावली 46, 


, अपने चांदे की सहायता से जाँच कीजिए कि आकृति 6.] में दिए कोण #46 और 
. #77 बराबर हैँ । 

2, पुनः आकृति 6,7 लीजिए। एक अक्स करने वाले कागज़ पर /.58.40 का अक्स खींचिए। 
कया आप इस अक्स को “22४07” पर इस प्रकार रख सकते हैं कि यह ठीक /#707' पर पड़े ? 

[क्या इससे एक अक्स करने के कागज़ और नृकीली पिन की सहायता से दिए हुए कोण के बराबर 
कोण बनाने की एक अन्य विधि का संकेत मिलता है ? ] 

3. एक न्यून कोण 2.4८ दिया हुआ है। परकार का भ्रयोग करते हुए निम्न कोणों के बराबर 
कोण बनाइए: 

(क) 2८24८ (ख) 3/2.46 

4, चाँदे की सहायता से 50 का एक कोण बनाइए तथा परकार की सहायता से इस कोण 
के बराबर कोण बनाइए । 

5, कोई दो न्यून कोण 0.46 और 57” खींचिए। परकार की सहायता से इन कोणों के योग 
के बराबर एक कोण बनाइए। 

6. कोई दो कोण 200 और 2.46 खींचिए । परकार की सहायता से इन कोणों के अंतर के 
बराबर एक कोण बनाइए। 


३6-2 दिए हुए कोण फो समद्विभाजित करना 
आपको याद होगा कि किसी कोण को सम्रद्िभाजित करने का अर्थ होता है उसको दो बराबर 
कोणों में विभाजित करना। 
माना 402 दिया हुआ कोण है। हम इसे निम्न चरणों में 
समद्विभाजित करते हैं : 


चरण : 0 को केन्द्र भावकर तथा एक उपयुक्त त्रिज्या 
लेकर आइए 04 को 2. तथा 08 को 2 पर 
काठता हुआ ऐक चाप खींचें। 





आकृति 46.2 


प्रकार थे फुछ रचनाएं 8039 


छंर्ण 3: फिर हर 2. को के मानकर तथा ३ 27.0/ से अधिक (क्यों? ) जिज्या लेकर एक चाप 
खींचते हैं। 
बरण 3: अब हम 2४ को केन्द्र मानकर तथा चरण 2 वाली त्रिज्या लेकर एक चाप खींचते हैं जो कि 
माना चरण 2 में खींचे गए चाप को 2.पर काठता है। 
खश्ण 4: अब हम किरण 00 खींचने के लिए 0 और 2 को जोड़ते हैं। 
तब 00वांछित किरण है जो कि / 40 को समद्विभाजित करती है । (देखिए आकृति 6,2 
बया आप कागज को 0८ पर मोड़कर यह जाँच कर सकते हैं कि //.40:5--//८०8? * 


प्रहनायली 36.2 


3, चाँदे की सहायता से आकृति 6.2 में दिए कोणों 40.9, 40८ तथा ८078 को मापिए। 
निम्न की जाँच कीजिए : 
क) /.400ल्‍-./ 008 ह 
(सा ८400+ ८९08ल्‍- /.40# 
(ग) 2.८.4005-2८७08-- /.402 
2. आकृति 6.2 लीजिए। /.400 का एक अक्स करने वाले कागज़ पर अक्स खींचिए और 
इस अक्स को /(07 पर रखिए। क्‍या /.400 और “(09 बराबर हैं ? 
3. चाँदे की सहायता से एक 70" का कोण बनाइए तथा परकार की सहायता से इसे सम- 
द्विभाजित कीजिए। प्रत्येक आधे को मापिए। 
. 4, चाँदे की सहायता से एक 32" का कोण बनाइए तथा परकार से इसे समद्रिभाजित कीजिए। 
चाँदे से प्रत्येक आधे को मापिए। 
*#5, 20" का एक कोण बनाइए तथा परकार से इसे चार बराबर भागों में विभाजित कीजिए ॥ 
चाँदे की. सहायता से जाँच कीजिए कि प्रत्येक भाग 30" के बराबर है। 
#%6., कोई त्रिभुज 4.0८ खींचिए। परकार की सहायता से कोणों 4, 2 और ८ के समद्रिभाजक 
खींचिए। आप क्या देखते हैं ? 
"ओके रचना को कोई और त्रिभुज लेकर दोहराइए कक आप क्या देखते हैं? हम' 
देखेंगे कि के तीनों कोणों के समहिभाजक एक.ही बिदु पर हैं। 


6.3 एक वृत्तीय क्षेत्र को छः बराबर त्रिज्यखंडों में विभाजित करना 
माता दिए हुए वृत्त का केन्द्र 0 है तथा त्रिज्या ” है। हम ग्रह रचना निम्न चरणों में करते 


हूँ: 
सरण 3; भाइए केस 0 के गृस पर स्थित किसी बिंदु 4 से जोड़ें 
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चरण 2: अब हम 4 को केन्द्र मानकर तथा दी हुई 
तिज्या # लेकर वृत्त को 2 पर काठता 
हुआ एक चाप खींचते हैं। 

चरण 3: फिर 2 को केन्द्र मानकर तथा वही 
त्रिज्या # लेकर हम वृत्त को ८ पर 
काटता हुआ एक अन्य चाप खींचते हैँ। 
इसी प्रक्रिया को जारी रखते हुए हम 
बिंदु 2, £ और / प्राप्त करते हैं। 





आकृति 46,3 


चरण 4: 02, 0८, 07), 05 और 0/ खींचिए 

त्रिज्यसंड 4023, 200, ८0, 20%, £07 और 70.4 ही वृत्त के छः बराबर वांछित 
त्रिज्यखंड हैं। (देखिए आकृति 6,3) 

कोणों 08, 200, ८020, 205, #07 तथा #0.4 को मापिए। क्या ये बराबर हैं? हम 
देखेंगे कि प्रत्येक कोण 60" का है। 


6.4 60" का कोण बताना 
अनुच्छेद १6.3 में प्रत्येक त्रिज्यलंड का कोण 60" है। अतः इस रचना से हमें 60” का कोण 
बनाने के लिए निम्न चरणों का संकेत मिलता है 
चरण 4: हम एक किरण 0/ खींचते हें। 
चरण 2: 0 को केन्द्र मानकर और एक उपयुक्त 5 
त्रिज्या लेकर आइए 0.4 को 7 पर 
काटता हुआ एक चाप 7/४ खींचें | 
चरण 3: अब /. को केन्द्र मानकर तथा वही मा 
त्रिज्या (0/, के बराबर) लेकर, जो (४ 
कि चरण 2 में ली थी, हम चाप 706 
की .४/ पर काठता हुआ एक अन्य चाप 
खींचते हैं । 
चरण 4. अब हम किरण 08 खींचने के लिए 0 
और ४ को जोड़ते हेँ। 05 [ 
तब /.4028, 60” का वांछित कोण 
है। (देखिए आकृति 6.4) आकृति 6.4 


प्रकार से कुछ रचनाएँ 36$ 


प्रदनावली 6.3 


4. 30" का एक कोण बवाइए। 
[संकेत : 30"--3 (60) ] 

2, 420" का एक कोण बनाइए। 
[संकेत : 207--2( 60") ] 

3, 45", 75" और 240” के कोण बनाइए। 

#4, 90" का एक कोण बनाइए। 

सिंकेत : 60” का एक कोण बनाइए और उसे समद्विभाजित कीजिए। अब 30" में 60'या 
60" में 30" जोड़िए ।] 


6.5 907 क्षा कोण बनाना 

प्रशनावली 6.3 के प्रदन 4 में हूम 90" के कोण बनाने की एक विधि का संकेत दें चुके हैं। अब 
हम नीचे एक दूसरी विधि दे रहें हैं। निम्न चरण आवश्यक हैं: 
घरण : हम एक किरण 04 खींचते हैं। 


घरण 2: 0 को केन्द्र मानकर और एक उपयुक्त 
त्रिज्या लेकर हम 0.4 को 7, पर काटता 
एक चाप 7.0/ खींचते हें । 





० ए हा प 
आकृति 6.5 रे 
घरण 3: फिर 2. को केन्द्र मानकर तथा वही त्रिज्या सेकर (07. के बराबर) जो कि चरण 2 में थी 
हम 724 को /? पर काटता हुआ एक चाप खींचते हें। 
चरण 4: तब 2 को केन्द्र मानकर तथा वही जिज्या लेकर (07, के बराबर) चाप 7. को एक 
अन्य बिंदु 2, पर काटता हुआ एक बाप लौंबते हैं। 


धरण 5: आइए अब किरण 07 खींचने के लिए 0 और /? को तथा किरण 00 खींचने के लिए 
0 और (0 को जोड़ें । ; 
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तब, 4028 और 20८ में से प्रत्येक कोण 60" का है। 
खरण 6: अब हम /200८ को किरण 07 से समद्विभाजित करते हैं । 
तब, ८.40), 90” का वांछित कोण है। (देखिए आकृति 6.5) हम यह भी कहते हैं कि 
02, बिंदु 0 पर 0.4 पर लम्ब है या यह कि 200, 2 से 0.4 पर लम्ब है। संकेतन 
में हम इसे 00 ] 0.4 या 20 । 04 लिखते हैं। 
यह देखा जा सकता है कि 90” के कोण की रचना एक ऋजु कोण को समद्विभाजित करके भी की 
जा सकती है। (देखिए प्रइनावली 6.4 का प्रश्त 3) 


प्रश्नावली 6. 4 


]. 45" का एक कोण बनाइए । 
[ंक्रेत :. 45"--३ (907) ] 
2. 35” का एक कोण बनाइए। 
[संकेत : 357--90"-- 45] 
3, एक ऋजु कोण को समदह्विभाजित करके 90” का एक कोण बनाइए। 
4, निम्न कोणीं की रचना कीजिए : 
2237, 750* 


6.6 एक दी हुई रेखा के बाहर एक दिए हुए बिदु से होकर उस रेखा के समांतर एक रेखा खींचना 
_ माता दी हुई रेखा 48 है और ८ उसके बाहर कोई बिंदु है। हम यह रचना निम्न चरणों में 

करते हूं 

चरण १: आइए 4४ पर कोई बिंदु 20 लें और उसे 
0 से मिला दें। 

खरण 2: फिर हम 2? को केन्द्र मानकर तथा एक 
उपयुक्त त्रिज्या लेकर 48 को 2. तथा 
26 को 2४ पर काटता हुआ एक चाप 
खींचते हैं। 

खरण 3: अब ८ को केन्द्र मानकर और वही त्रिज्या 
(27. के बराबर) लेकर जो कि चरण 
४ में ली थी हम ८४०७ को 2 पर काठता 
हुआ एक चाप /४ खींचते हैं । आहेति 6.6 
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।एण &: अब हम परकार के नुकीले सिरे को 2 पर रखकर उसके फैलाव को इस प्रकार व्यवस्थित 
करते हैं कि पेंसिल वाला सिरा ॥6 पर रहे। तब हम उसके फैलाव में बिना कोई परिवर्तन 
किए तथा 2 को केन्द्र मानकर चाप 77 को (? पर काटता हुआ एक चाप खींचते हैं । 

इश्ण 5: अब हम रेखा ८४ खींचने के लिए ४ और 0 को जोड़ते हैं। 
तब (४ ही दिए हुए बिंदु ८ से होकर जाने वाली तथा 48 के समांत्तर वांछित रेखा है । 
(देखिए आकृति 6.6) 

यह देखा जा सकता है कि हमले समांतर रेखाएँ खींचने के लिए बराबर एकांतर' कोणों के एक 
पृग्म की रचना की है। 


प्रश्यावली !86.5 


. कोई त्रिभुज 48८ खींचिए और 42 का मध्य-बिदु 22 मान लीजिए। 2 से होकर 8८ 
कै समांतर एक रेखा खींचिए जो कि 46 को, मान लीजिए, ££ पर काठती है। 4 और #८ 
को मापिए। क्‍या /£, 4८ का गध्य-विंदु है ? 

2. 8 सेमी लम्बाई का एक रेखासंड 48 खींचिए। इसके बाहर कोई बिंदु ८ लीजिए। 
0 से होकर 48 के समांतर एक रेखा खींचिए। 


6.7 श्रिभुज की रचना करना जब कि उसकी तोमों जप दी हुई हैं 
मात लीजिए हमें उस जिभुज की रचता करनी है जिसकी भुजाएँ क्र :0 सेमी, 8 सेमी 
_था 7 सेसी हैं। हम यह रचना निम्न चरणों में करते हूं : 
शरण : हम 0 सेमी लम्बाई का एक रेखाखंड 20 खींचते हैं। 
बरण 2: फिर 2 को केन्द्र मानकर और 8 सेमी बिज्या 
लेकर हम एक चाप खींचते हैं। 
बरण 3: तते, ८ को केन्द्र मानकर और 7 सेमी त्रिज्या लेकर 
हम एक दूसरा चाप खींचते हैं जो कि पहले चाप 
को माना 4 पर काटता है। 
चरण 4: अब हम 4 और 2 तथा 4 और ८ को जोड़ते हैं । 





480 वांछित त्रिभुज है। (देखिए आकृति 6.7) ह 0 सेमी 
आकृति १6.7 
प्रभनावली 6.6 
, निम्न भुजाओं के त्रिभुज की रच कीजिए : 
(4) 4 सेमी, 4.5 समी, 2.9 सेमी (7) 6.2 सेमी, 6 सेमी, 9 सेमी 
(४) 4 सेमी, 4.3 सेमी, 5 सेमी (7५) 5 सेमी, 4 सेमी, 3 सेसी 
(५) 3 सेमी, 2 सेसी, 5 सेमी 
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2. क्या आप ऐसा जिभुज खींच सकते हें जिसकी भुजाएँ 8 सेमी, 4 सेमी और 3 सेमी हों ? 

पहले 8 सेमी लम्बाई का एक 
रेखाखंड, मान लीजिए, 530 खींचिए। 
तब 2 को केन्द्र मानकर तथा 4 सेमी 
त्रिज्या लेकर एक. चाप खींचिए। पुत्र: & पक न पल ८ 
को केनद्र मानकर और 3 सेमी तजिज्या 
लेकर एक दूसरा चाप खींचिए। (देखिए 
आकृति 6.8) कया दोनों चाप परस्पर 
काटते हैं ? हम देखते हैं कि यदि हम चापों की जगह पूरे वृत्त भी खींच लें तो भी दोनों चाप परस्पर 
नहीं काटते । . अत: हमारी रचना असफल रहतो है.। हम 8 सेमी, 4 सेमी और 3 सेमी भुजाओं का 
त्रिभुज नहीं खींच सकते। क्या आप इसका कारण बता सकते हैं ? व्या आपको याद है कि तिभुज में 
किन्‍्हीं भी दो भुजाओं का योग तीसरी भुजा से अवश्य ही बड़ा होना चाहिए। ु 

3. एक समबाहु त्रिशुज की रचना कीजिए जिसकी प्रत्येक भुजा 6 सेमी हो। इसके कोण 
मापिए। आप क्या देखते हें? 

प्रत्येक भुजा 5 सेमी लेकर इसे रबना को दोहराइए। पुनः आप क्या देखते हैं ? 
हम देखेंगे कि समबाहु त्रिभुज के सभी कोण बराबर होते हँ। साथ ही प्रत्येक कोण 60? का है। 

4. एक विभुज 480 खींचिए जिसमें 2(--6 सेमी तथा 485-.405--5 सेमी हो। यह 
त्रिभुज किस प्रकार का है ? कोणों 2 और ८ को मापिए। आप क्या देखते हैं ? 

3, एक विभुज 482८ ख्ींचिए जिसमें 2-7 सेमी, 42--6 सेमी तथा (4-८7 सेमी हो ६ 
यह त्रिभुज किस प्रकार का है? कोणों 4 और # को मापिए। क्या ये वराबर हैं ? 

प्रदन 4 और 5 श्र हम देखेंगे कि समह्िबाहु त्रिभुज सें बराबर (समान) भुजाओं फे सम्मुख छोण 
बराबर होते हैं। 

:6. 5 सेमी, 6 सेमी तथा 7 सेमी भुजाओं वाला एक त्रिभुज खींचिए और उसके कोण मापिए | 
का 7. 4.5 सेमी, 5.6 सेमी तथा 7 सेमी भुजाओं वाला एक त्रिभुज खींचिए और उसके कोण 
मापिए। 


प्रशव 6 और 7 से हम देखेंगे कि विषमबाहु त्रिभुज में सभी कोण असमान (४/7८६४८/) होते हैँ। 


आकृति 6.8 


एकक ऊँ णा 
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7.] भूमिका 
इस एकक में हम कुछ सरल ठोसों के आकारों का अध्ययन करेंगे। परन्तु पहले हम कुछ ऐसी 
आधारभूत संकल्पनाओं की व्याख्या करेंगे जो कि हमारे लिए बाद में उपयोगी होंगी । 


7.2 समतल आक्ृतियों को सर्वांगसमता 
आइए एक गत्ते का त्रिभुजाकार टुकड़ा लें। हम इसे एक कागज़ के पन्ने पर रखते हैं और इसकी 
रूप रेखा (०४/॥४) खींचते हें। हमे एक त्रिभुज, 
मान लीजिए, 420 प्राप्त होता है। अब हम गत्ते 
को दूसरे स्थात पर रखते हैँ और पुनः उसकी रूप 
रेखा खींचते हें। हमें फिर एक त्रिभुज, मान 
लीजिए, 20/% प्राप्त हो जाता है। हम इन दोनों 
त्रिभुणों की भुजाओं के बारे में क्या कह सकते हैं? # ्े 
आइए कल्पना करें कि दोनों त्रिभुज स्वयं गत्ते के बने आकृति 77. 
हुए हैं। क्या हम एक तिभुज को उठाकर दूसरे 
प्र इस प्रकार रख सकते हैं कि वह दूसरे को पूर्णतया ढक ले या दूसरे शब्दों में दूसरे के साथ संपात्ती हो 
जाए? स्पष्ट है, हाँ! ऐसे दो त्रिभुज सर्वागसम (८०॥९१४४४) कहलाते हैं। दूसरे दाब्दों में, दो 
ब्रिभुज सर्वांगसम होते हूँ यदि उनकी तदनुरूपी भुजाएँ बराबर हों। 


सर्वांगसमता की. संकल्पना किन्ही' भी दो समतल आक्ृतियों के लिए लागू की जा सकती है। इस 
प्रकार, दो समतल आकृतियाँ सर्वांगसम होती हैं यदि, यह कल्पना करते हुए कि बे गत्ते के टुकड़े हैं, एक 
को उठाकर दूसरे पर इस प्रकार रखा जा सके कि वह दूसरी को पूर्णतया ढक ले अर्थात्‌ दूसरे के साथ 
संपाती हो जाए। ये सर्वांग्सम जआाकृतियाँ सभी प्रकार से बराबर होती हैं। 


क्‍या अब आप कह सकते हैं कि दो आयत सर्वागसम होंगे यदि उनकी लम्बाइयाँ बराबर हों तथा 
उनकी चौड़ाइयाँ बराबर हों ? दो वर्ग कब सर्वागसम होंगे ? ॥ 
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८.८) ०) ८) 


0) 
आहृति 7.2 
आक्ृतियों 7.2 (४) और (|) में सर्वांगसम बहुभुजों (#०/9४०४5) के दो युग्प दिखाए गए हैं । 
7.3 सम बहुभुज 
यदि किसी बहुभुज को सभी भुजाएँ बराबर हों तथा सभी कोण बराबर हों तो बहू सम बहुभुज 


(/६६४/८/ /#09800) कहलाता है। आकृति 7.3 में क्मश: 3, 4, 5 और 6 भुजाओं के सम बहुभुज 
दिखाए गए हैं। 


८५ [०] (५)९:) 


0) (9) (0) (९) 
समबाहु त्रिभुज वर्ग सम पंचभुज सम बड्भुज 
आकृति 7.3 / 
प्रत्येक सम बहुभुज के अंदर एक ऐसा बिंदु, मान लीजिए, 0 है जोकि प्रत्येक 
शीर्ष से बराबर दूरी पर है। यह बिंदु सम वहुभुज का केन्द्र (८४४४८) कहलाता है । 
7.4 ऊर्ध्याधर और क्षेतिज दिशाएँ 

आइए एक डोरी का एक सिरा पकड़ें और उसके दूसरे सिरे पर एक पत्थर 
बाँध कर लटकाएँ। डोरी तनी हुई लटकी रहती है और एक रेखा निरूपित 
करती है। (देखिए आक्ृति 7.4) इस रेखा की दिशा एक ऊर्ध्याधर दिशा 
(ए४/८८४ 4ंतध्थांग्श) तथा यह रेखा एक ऊर्ध्वाधर रेखा (०४४८४ /४४) कहलाती 
है। यदि हम एक दूसरी डोरी इसी प्रकार लटकाएँ तो वह भी ऊरध्वाधर दिशा 
में लटकेगी। दोनों डोरियों की दिशाएँ एक ही हैं तथा इन दिश्ञाओं के हे अनुर्दिंश 
रेखाएँ समांतर हैं। वास्तव में, सभी अर्ध्वाधर रेखाएँ समांतर होठी हैं। इस 
प्रकार, हम केवल एक ऊर्ध्वाधर दिशा की बात कर सकते हूं । छा 
ऊर्ध्वाधर रेखा का एक अन्य उदाहरण साहुल (990%5-॥06) है। राज. क्फृति 7.4: 
(77950) इसका प्रयोग यह जाँच करने के लिए ऋरता है कि वह जो दीवार ड्ोरी से लटका 

बना रहा है वह सीची है या नहीं। आइए एक आयताकार कमरे के फर्श, छ्तंजौर हुआ प्रत्वर 
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दीषारों को देखें। फर्श चौरस| हैं। हम कहते हैं कि यह एक लैतिश तल (##रंधांढं। (८८१४) 
में है। छत का तल भी एक क्षैतिज तल है दीवारें फर्श पर सीधी खड़ी हैं और 
प्रत्येक' जगह साहुल के' समांतर हैं। हा के फलक (.0८8) अर्ष्याधिर 
तलों (7्ह/;४/ //40%) 'के उदाहरण हैं। हे 

क्षैतिज तल में स्थित प्रत्येक रेखा एक क्षेतिज रेखा (#०४2०7 ॥४४) 
कहलाती है। आप फर्श या छत के किनारों के बारे में क्या कह सकते हैं? उन 
किनारों के बारे में क्या कह सकते हैं जिनमें दीवारों के युग्म परस्पर मिलते हैं ? 





आकृति 7.5: साहुत 
7.5 घनान ह 
आइए आकृति 7.6 (7) में दिए एक बक्स के चित्र को देखें। हम इसे आयताकार समोतर 
बड्फलक (7८6672४4 /०८7/००/४/८४) या केवल घनास (८४2०४) कहते हैं। 'पनाभ के अन्य 
उदाहरण हैं: ईंट, आयताकार कमरा या अलमारी । 





(७॥ बकस का चित्र (पै) घनाभ 
आकृति 7.6 
हम देखते हैं कि घनाभ के आठ कोने अर्थात्‌ शीर्ष होते हें। मान लीजिए ये 4, 2, ८, 2, #, 
#, 6 ओर # हैं। [देखिए आकृति 77,6 (४)] 
इसके बारह (सीघे) किनारे होते हैं। ये हैं: 48, 77, 200, मझठ6; 40, 80, झाप, #6; 
42, 27, 0, ८८। साथ ही, इसके छः समतल फलक होते हें। ये हैं: 
42867, छाप; 40-फ, 07टछप्र; 407, 26८ 
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आइए फलक 48670 का आकार देखें। हम देखेंगे कि भुजाएँ 48 और 
साथ हो भुजाएँ 470 और 2८ बराबर हैं। इसके साथ ही, 5०२87 0 और 2) लगकीण ४5 
इस प्रकार 48८0 5439 है। इसी प्रकार, शेष पाँचों फलक भी आयत हे । ्। 
. घनाभ के बारह किनारों को ऊपर चार चार के तीन समूहों में ग् देखते हैं 
पहले समूह के चारों किनारे 48, 27, 0८ और बराबर हैं और बारह, व बह 
किनारों के लिए सत्य है। इस प्रकार हम देखते हैं कि बारह कितारों की केवल तीन विभिन्न लम्बाइयां हा 
प्रायः इनमें सबसे बड़ी को घनाभ की लस्बाई (/४४४४/१) कहते हैं। शेष दो में से एक, चौड़ाई (#' । 
या 7४४) तथा दूसरी मोटाई (४8६76) या गहराई (४#8) या ऊँचाई ( #हंड/ | क होता 
ये तीनों लम्बाइयाँ घनाभ की तीन बिमाएँ (6/॥8४४60॥5) कहलाती हैं । ५७७५ 


37:6 घन 
। (६ 
ः टी । 
|| 
एक घनाभ जिसकी लम्बाई, चौड़ाई और ऊँचाई बरा- हि । “> 
बर हों, घन (०४४४८) कहलाता है। घन में सभी छः फलक ' 
सर्वांगसम वर्ग होते हैं तथा सभी बारह किनारे बरावर होते 8 ८ 
हैं। [देखिए आकृति 7 .7] जा 
हि. 8 
आकृति 7.7: घन 


प्रदनावली ॥7.4 


3, आकृति 7.6 (सं) में फलक 48८70 और #/7?677 देखिए। हम देखते हैं किये 
सर्वांगसम आयत हैं और समांतर हैं। फलकों के अन्य दो युस्‍्मों के नाम बताइए जो कि सर्वांगसम कौर 
समांतर हैं । 

2. थदि आकृति 7,6 (9) में 48--400 हो तो उसके फलकों 48८70 और ख्द्त के क्या 
आकार होंगे ? 

3. यदि आकृति 7.6 (४) में 4700-47 हो तो उसके फलकों 40म/४ और 2668 के 
क्या आकार होंगे ! 

4. आकृति 47.6 (४) में यदि तीच किनारे 48, 420 और 4£ बराबर हों तो घनाभ के 
फलकों का क्या आकार होगा ? 

5, आकृति 7.6 (9) में देखिए कि फलक 42670 तथा 4क### में एक उभयनिष्ठ किनारा 
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(०णशणाता दत/०) 48 है। हम यह भी कहते हैं कि फलक 48८70 और 457४2 किनारे 
209 में प्रतिच्छेद करते या मिलते हैं। इसी प्रकार प्रत्येक किनारा दो फलकों में उभयनिष्ठ है। उन 
फलको के यरमों के नाम बताइए जिनके उभयनिष्ठ किनारे निल्न हैं : 
हे () #7. (४) ६४ (पा) सह 
, 6. किनारों .42, 4४0 और 2 में शी 4 सर्वन्तिष्ठ (८००॥४०४) है। [दिखिए आकृति 7,6 
(#)] हम यह भी कहते हैं कि ये किनारे 4 5 220९8 था प्रतिच्छेद करते हैं। इसी प्रकार प्रत्येक 
क्षीप पर तीम किनारे मिलते हैं। उन तीन किनारों के नाम लिखिए जो 
() 2, (४) 2, (४) 6 पर मिलते हैं। 

7. घनाभ के छः फलक होते हैं। तीन फलकों 4262, 487% और 477: में शीर्ष 4 
सर्वनिष्ठ है अर्थात्‌ थे फलक एक विंदू ४ पर मिलते हूँ। अन्य शेष तीन फलक 67, 06677 
और 2८0४० 6पर मिलते हैं। [दिखिए आकृति 7.6 (४)] 4 और 6 को घनाभ के शीर्षों का 
सम्भुख युग्म (%//४४४/0 /४४7:) कहते हैं तथा 40७ घनाभ का विकर्ण (८६९०४८/) कहलाता है। 
अच्य तीन सम्मूख शीर्षों तथा तदनुरूपी विकर्णों के नाम बताइए । 


8, एक गत्ता लीजिए। इस पर 5 सेमी भूजा के छः सर्वांगसम वर्ग बनाइए जैसा कि आकृति 
7.8 में दिखाया गया है। 





आकृति 7.8: घद का जाल 


इन वर्गों में से प्रत्येक, धत्त का एक फलके निरूपित करता है। अब इस आक्नति को गत्ते में से 
काठ लीजिए और इसे बिंदुंकित रेखाओं (८०४६४ &/8) के अनुदिश इस पअकार मोड़िए कि एक से 
अंकित शीर्ष पास पास आ जाएँ । हमें घत का एक प्रतिरूप (॥2४४) अआप्त हो जाता है। [इस प्रतिरूप 
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को सेलोटेप (6४॥0॥8/४) या गोंद लगे हुए कागज के टेप से जोड़ा जा सकता है] क्या अब आप देख सकते 
हैं कि वर्गों को आकृति 7.8 में दिखाए गए एक विद्येष प्रकार से ही क्यों खींचा गया था ? 
इस आकृति में दिए गए आकार को घन का जाल (४८४) कहते हैं। 
9. एक धताभ, जिसकी लम्बाई, चौड़ाई और ऊँचाई ऋमश: 4 सेमी, 3 सेसी और 2 सेमी है, का 
जाल खींचिए। इस जाल से धताभ का प्रतिरूप बनाइए । 


[संकेत : घनाभ का जाल आक्षृति 7.9 में दिखाया गया है। इसे विदुंकित रेखाओं के अनुद्रिज्न 
मोड़िए ताकि एक से अंकित विदु पास पास आ जाएँ। इससे हमें घनाभ का प्रतिरुप प्राप्त हो जाता है 
जिसकी लम्बाई, चौड़ाई और ऊँचाई क्रमशः 4 सेमी, 3 सेमी और 2 सेमी हैँ । 





आकृति 7.9: घताभ को जोल 


यदि आप इसमें से आयत खत को छोड़ दें तो आपको एक बिना ढक्कत के बचस का जाल 
प्राप्त हो जाएगा । वास्तव में गत्ते आदि के डिब्बे या बक्से ऐसे ही जालों से बनाए जाते हैं ।] 


0/एक घनाभ का प्रतिरूप बनाइए जिसकी लम्बाई, चौड़ाई और ऊँचाई ऋमदश: 5 सेमी, 4 सेमी 

और 3 पमी हैँ। 
टिप्पणी: जब कोई घताभ (या घन) किसी मेज पर रखा जाता है तो उसके ऊपरी और निचले फलक क्षैतिज 
होते हैं तथा चारों पाइवे फलक (४४४ /४८७) ऊर्ध्वाधर होते हैं। साथ ही, ऊपरी और निचले फलक 
के आठों किनारे जैतिज होते हैँ तथा शेष चार किनारे ऊर्ष्वाधर होते हैं। इस स्थिति में निचला फलक 
घनाभ (या घन) का आधार (86४८) कहलाता है तथा इसकी लम्बाई और चौड़ाई क्रमशः घनाभ 


(या घव) की लम्बाई और चौड़ाई कहलाती हैं। ऊर्ध्वाधर किनारों की लम्बाई घनाभ (या घन) की 
ऊंचाई कहलाती है। ह 
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7.7 लम्ब प्रिज्स 

आदएए भाकृति 7,0 में दिए हुए ठोस को देखें। 
इसके पाँच फलक हैं। इनमें दो सर्वागसम एवं समांतर त्रिभज 
अग6 और 0277 हूं तथा तीन आयत #3(#फ%, ८7? और 
8077) हैं। इसके नौ कितारे और छः: शीर्ष हैं। यदि णोस को 
एक मेज पर इस प्रकार रखा जाए कि दोनों त्रिभुजाकार फलक 
क्षेतिज हों तो किनारे .4/0, 27: और ८४ ऊर्ष्बाधघर होंगे। हम इस 
ठोस को त्रिभुज्ाकार आधार का लम्ब प्रिज्म (77866 /77॥॥ का ६ 
#रद्याहु४धव' 065०) या केबल त्रिभुजाकार लम्ब प्रिज्म (हद्ाहु्४ंवा 
7720 /77॥) कहते हैं । 

चतुर्भज, पंचभूज, इत्यादि आधार वाले प्रिज्म भी हो सकते 
हैं। प्रत्येक्ष लम्ब प्रिज्म सें उसका आधार और सम्मुख फलक दो 
सर्वांगसम बहुभुज होते हैं जबकि दोष सभी फलक आयत होते हैं। 
ऊर््वाधर किनारों, जो कि सभी बरावर और ममांतर हैं, में से किसी 
एक की लम्बाई को भिज्म की ऊँचाई (#॥2४४/४) या लम्बाई कहा 
जा सकता है । 

हम देखते हैं कि घताभ एक प्रिज्म (क्यों?) वास्तव 
में, कभी कभी घनाभ को आयताकार लम्ब प्रिज्प (#८दाइ्धाँदा 


[88। 
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728// ##0%) भी कहते हैं । ... आक्ृति 7.0 : लम्ब प्रिज्म 


प्रश्नावली 7.2 


. आकृति 7.0 में हम देखते हैं कि किनारा 7 फलकों 20/40 और 2८7 में उभयनिष्ठ 
है। अन्य किनारों में से प्रत्येक, फलकों के एक युग्म में उभयनिष्ठ है। उन फल्कों के यूग्मों के नाम 


बताइए जिनमें त्िम्तलिखित किनारे उभयनिष्ठ हैं 
() 47 (9) (का (9) 4> 
2. आकृति 7.0 में देखिए कि प्रत्येक शीर्ष पर तीन किनारे 
मिलते हैं। उन्र तीनों किनारों के नाम बताइए जोकि निम्न शीर्षों पर 
मिलते हूं : 
(६) 4. ()#. (४) 6 
3. पंचभूजीय आधार (#क#ब8०४४ 8८5४) के प्रिज्म को देखिए। 
(आक्ंति 7.]) इसके सभी फलकों, किनारों और ज्ीर्षों के वाम 
बताइए। 
*4, विना आक्ृति खींचे, निम्न आधारों के प्रिज्मों में फलकों, 
कितारों और झीर्षों को संझ्याएँ बताइए : 
()) पडभूज (४) 
[पया अय आप इस तियम का अंसुमात लगा सकते हैं कि यदि 





आक्ुतिं 8॥ 
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आधार के बहुभूज की भुजाओं की: संख्या % हो तो प्रिज्म के फलकों की संख्या ॥-|- 2, किनारों की संल्या 
3७ तथा थ्वीर्षो की संख्या 2% होती है' ?] 
7.8 पिरेसिड 

आइए आकृति 7.2 में दिए हुए ठोस को 
देखें। इसके पाँच फलक हें। इन फलकों में एक 
चतुर्भुजीय आधार 7८9) तथा चार त्रिभुजाकार 
फलक 048, 070, 0070 और 0/04 हैं। 
तिभुगाकार फज़क एक सर्वेनिष्ठ बिंदु 0 पर मिलते हैं । 
हम इस ठोस को चतुर्भजीय आधार का पिरेसिड 
(/9/८॥४४) कहते हैं । 

0 पिरैमिड का शोर्ष कहलाता है । इस पिरेमिड 
के आठ किनारे 0.4, 08, 00, 02, 48, 2८, 670 
और 24 तथा पाँच बीर्ष 0,.0,2,(/ और » हूं। 

अन्य आधारों जैसे कि त्रिभज, पंच्रभुज, पड़भुज, 
इत्यादि के भी पिरैमिड हो सकते हैं। 





आकृति 7.2 : पिरैमिड 


त्रिभुजाकार आधार का पिरैमिड चतुष्फलक (/6/०/८६/०४) 
कहलाता है। (देखिए आक्ृति 7.3) इसके चार फलक होतें 
हैं और इनमें से प्रत्येक एक त्रिभुज होता है। चतुष्फलक के छः 
किनारे और चार शीर्ष होते हैं। चूँकि चतृष्फलक के सभी फलक 
तिभुज हैं इसलिए इनमें से किसी एक की उसका आधार 
माना जा सकता है तथा इस फलक के बाहर वाले कोने 
को उसका ज्ीर्प। यदि किसी चतुष्फलक के सभी किनारे 
बराबर हों तो वह एक समर चतुष्फलक (6४४८ 72/74/6479 ) 
कहलाता है। 8 ग ॥॒ ८ 
आकृति 7.3 : चतुष्फलक 


आपने मिल्न के महान पिरेमिडों के बारे में सुना होगा जो 8 शक कमी ४4 ० ह33 गा 
में बनाए गए थे। ये वर्गीय आधारों (39४68 £##क्ष) पर पिरेमि हा 2 
उदाहरण हैं। (देखिए आक्रृति 7.4) ये क्सि प्रकार बनाए गए है? कोई नहीं जानता : 
कब्रिस्तान थे? कोई नहीं जानता। क्या इनमें कोई गुप्त रहस्य छिपा हुआ है : ह 
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५. ४, / 23: किन मी « 6 ग « 


आकृति !7.4 : मिस्र के पिरैसिढ 
संयुकत अरब गणराज्य के नई बिल्‍सी स्थित वूताबहत के शैस स्यूरों के सोजन्य से 


प्रश्शावली 7.3 


7, आक्रति 77.3 में दिए चतुष्फलक के क्षभी फलकों, किनारों और ज्ञीर्षों के नाम बताइए । 

2. चतूप्पणक के दो फजक 0.678 तथा 0.46 किनारे 0.4 पर प्रतिच्छेद करते हैं तथा श्लेष दो 

290 तथा 486 किनारे 20 पर प्रतिच्छेद करते हैँ। (देखिए आकृति 7,3) 04 ओर 20 

तक के सम्मुज् किनारे (०//०४॥४ ४४६०) कहलाते हैं। पम्मुक्ष कितारों के अन्य दो युग्मों के 
9 


गाए | 


3. एक गत्ते के टुकड़े पर 6 सेमी की भुजा का एक 
[ त्रिभुज खींचकर उसे काट लीजिए। इसके प्रत्येक शीर्ष 
में व्यक्त कीजिए। माता 4, 2 और ८ ऋमदा: इस तिभु ज 
जाओं के मध्य-बिंदू हैं। इनको बिदुंकित रेखाओं द्वारा 
। (देखिए आकृति |7.4 5) हमें एक चतुष्फलक 48670 
मे प्राप्त होता है जिसका प्रत्येक किनारा 3 सेमी लम्बा है। 





आकृति 7.5: चतष्फलक का जाल 
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गत्ते को बिंदुंकित रेखाओं 80,024 और 48 के अनुदिश मोड़िए ताकि तीनों कोने /) पास पास आा 
जाएं। हमें एक चतृष्फतक का प्रतिहप भ्राप्त हो जाता है जिसका भ्रत्येक फलक 3 सेमी भुजा का एक 
समबाहु त्रिभुज है। क्या यह एक सम चतुष्फलक है ? 

4. 4 सेमी के किनारे वाले एक सम चतुष्फलक का जाल खींचिए तथा उसका प्रतिरूप बसाइए। 


(3 


5. पंचभुजीय आधार के पिरैमिड को देखए। (आकृति 
7.6) इसके फलकों, किनारों और ज्ञी्षों के नाम बताइए तथा 
उनकी संख्या ज्ञात कीजिए । 





आकृति 7.86 


+6, बिना आकृति खींचे निम्न आधारों के प्रिमिडों में फलकों, कितारों और श्ीर्पों की संख्याएँ 
बताइए : | 
() पषड़भुज (॥) सप्तभुज 


... विया अब आप इस नियन का 8 88 लगा सकते हैं कि यदि आधार में # भुजाएँ हों तो पिरैमिड 
के फलकों कि संख्या -- ।, किनारों की संख्या 28 तथा शीर्षों की संख्या %-- होती है ?] 


६7.9 बहुफलक 


वे सभी ठोस जिनके आकारों के विषय में हमने अभी तक पढ़ा है,बहुभुजीय  हह के हैं। 

जितकी धवह (5४75४) बहुभुजीय॑ फलकों की बनी हो बहुफलक (/०%/88/०४) कहलाता 

है। 28 किसी 2858 मेँ कई छेद (४0/6) न हो तो वह सरल (3/00/४४४) बहुफलक कहलाता है) 
हमने अभी तक जितने बहुफलक पढ़े हैँ वे सभी सरल बहुफलक हैं। 


बहुफसकों की पहियाड 879 


४, 


शः छसने बहुफलकों के फलकों, 


 ट ध्‌ प्‌ 


आहए विमने सारणी वो पूरा केें। माना है, के, झोट है 
किलारों और श्षीर्पी की संस्या ब्यबंत करते है, जोकि पहले स्व॑ग मे 









बगफक की वाम हड ४: लि टिक व 





प्ताभ 





चनुर्भजीय आधार 
पर पिरैमि् 


0 सन निनाननने तन नी तिनिनिन लानत कमी ननीन++ नली न नए ।//07:7:77077707777 


अतुप्फलक | 
22285 न मल मिल कल नर 
| 


आइए अंतिम स्तंभ पर विशेष ध्यान दें। हम क्या देखते हैं ? 
स्विट्ज रलैण्ट के एक महान गणितज्ञ ऑयलर (3703-783), जिसने अपना अधिकांश समय 
रूस में वहाँ के राजा (८४०7) से प्राप्त वृत्ति ($00००५) पर व्यतीत किया, ने यह खोज की कि प्रत्येक 
सरल बहुफलक के लिए 
--77--77--2 होता है। 
यह ऑयलर का सूत्र (78/8/58 707४८) कहलाता है। 


एकक ऊँणाा 
रंखिक समिति 


88.] भूमिका... 

हम कुछ सममित आक्ृतियों (5॥॥॥2/४4 /80%) से पहले से ही परिचित हैं। स्ममिति 
(५॥8॥08/0), कला में एक बहुत ही महत्वपूर्ण भूमिका (706) अदा करती है। यह युर्दर 
डिजाइनें बनाते में कलाकार की सहायता करतो है। क्या आपको अपनी देखी हुईं सुन्दर इमारत 
जैसे कि मंदिर, मस्जिद, महूल तथा अन्य ऐतिहासिक स्मारक चिन्हों (#8//26 ॥00॥॥0॥9) 
के बारे में कुछ याद है? इसमें से प्रत्येक में कन्ाकार ने सममितति की कत्पना का प्रयोग किया है। 
आगरे का ताज़महल इनका एक बहुत ही सुन्दर उदाहरण है। (देखिए आकृति 8,) 


|. द || 
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प्रकृति की बहुत सी वस्तुओं में भी हमें समिति देखने को मिलती है। आकृति 8.2 में ऐसी 
दो सममित वस्तुओं के चित्र दिए हैं। मनुष्य सममित वस्तुओं का एक अन्य उदाहरण है। 





() ४)] 
आकृति 8.2 


सममिति कई प्रकार की होती है ३०333: 5 के सापेक्ष सममिति ((#कश? 48० 6 


#०॥४), रेखा के सापेक्ष समर्मिति, तल के सापेक्ष घूृर्णन सममिति' (॥0/6##6ां 59#॥7४77) 
इत्यादि। इस एकक में हम ज्यामितीय आक्ृतियों की रेखाओं के सापेक्ष सममिति, जो कि' रेक्षिक 
सममिति (&॥6० 59॥0॥7४79) कहलाती है, का अध्ययन करेंगे और सममित आक्ृतियों की रचनों 
करने की कुछ विधियों का वर्णन करेंगे। 


8.2 रेल्ला के सापेक्ष सममभिति 

आइए, निम्न प्रयोगों का अध्ययन करें। 

प्रयोग ): हम एक कागज़ का पन्ना लेते हैं और उसे मोड़ लेते हैं। हमें एक भोड़ का निशान 
प्राव्त हो जाता है। माना यह 49 है। (देखिए आकृति 8:3) मोड़ी हुई रिथति में ही, आइए 
एक न॒कीली पिन से कागज़ में छेद करें जिससे कि मोड़ के निशान के दोनों ओर एक एक छेद हो जाता, 
है। अब हुम कागज़ को खोल लेते हैं। हम देखते हैं कि हमारे पास एक रेखा 48 है और इसके 


विषरीत ओर' पिन द्वारा किए हुए दो छेद हैं जो कि समान लीजिए दो 8 अब हम (7 
और .0 को बिदुंकित रेखा द्वारा जोड़ते हैं जैसा कि आकृति 8.3 *में गया है। माना (0 
42 को बिंदु ७ पर काठती है। 


आइए ८0 और 0 को मापें। क्या ८0-07 है? पुनः भब हम ८6004, /7204 
८००४ तथा /2028 को मापें। क्‍या ये सभी समकोण हें ? 
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हम देखते हैं कि 42, ८४0 को 0 पर समद्विभाजित 
करती है तथा साथ ही ८0 । .48 है। हम कहते हैं कि 
बिंदु ४ और » रेखा 498 के सापेक्ष समसित स्थित 
कक "तहत ५ 


रेखा 47 के सापक्ष समभित ($77४7८77८) हैं। हम यह के 
भी कहते हैं कि. खा 42 के सापेक्ष 0, 0 का सम्रसित है 
तथा 2, (/ का सममित है । 
+ 
आक्रति 8.3 


अब आइए एक समतल दर्पण (#.70) लें और 
उसे इस प्रकार खड़ा करें कि उसका सीघा किनारा 42 
के सम्पक में रहे तथा बिंदु ८ दर्पण के सामने रहे।. (देखिए 
आकृति 8.4) ८ का प्रतिबिम्ब कहाँ पर स्थित है? क्‍या 
यह 2 पर प्रतीत होता है? 





आकृति &4 


अब दर्पण को इस प्रकार खड़ा करें कि उसका सीधा किनारा .42 के:सम्पकक में-रहे तथा बिंदु 20 
द्रपेण के सामने रहें। 2 का प्रतिबिम्ब कहाँ स्थित है? क्‍या यह 0 पर प्रतीत होता है? 
.... अतः हम देखते हें कि यदि 48 एक दर्पण हो, तो ० और ४0, 48 में एक दूसरे के प्रतिबिम्ब 
हैं। इस प्रकार, यवि दो बिदु एफ रेखा के सापेक्ष सममित हों, तो हम. यह भी कह सकते हैं कि वे उस रेशा 
' मी एक्ष दूसरे के दर्षण प्रतिबिस्य (हध707 77865) हैं। 
..... प्रयोग 2: आइए एक दूसरा कागज़ लें और उसे मोड़ें। फिर मुड़ी हुई स्थिति में ही एक 
पिन से कागज में दो विभिन्न स्थातों पर छेद करें। .अब हस कायड को खोल लेते हें। हम देखते है 
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कि हमारे पास एक भोड़ का निश्चान है जो कि हम मान लेते हैँ कि ९ ६ 
रेखा 47 है तथा साथ ही पिन द्वारा किए हुए चार छेद हैं जो कि हम ॥क्‍ 

मान लेते हें कि बिंदु ८, 0, £ और #' हैं। साथ ही ८ और .0, | ॥ 
42 के एक ओर स्थित हैं तथा £ और /'दूसरी ओर जैसा कि... / ५ 
आकृति 8,5 में दिखाया गया है। क्या हम कह सकते हें कि 6 और / ५ 
'#, 4# के सापेक्ष सममित हैं? 2 और /? के बारे में आप क्या / ५ 
सोचते है? 


६१9«.... 
ब्लू 


आकृति 8.5 
भाइए अब रेखाएं (0 और 2४४ खींचें। यदि हम कागज़ को पुनः 48 पर मोड़ें तो क्या प 
285 ८7) पर गिरेगी? हाँ। हम कहते हैं कि रेखाएँ ८४0 और #/', 4 के सापेक्ष समभित 
/। हम यह भी कहते हैं कि 4. के सापेक्ष, ८7), 2.४" का समसित है तथा 27, ८४0 का समसित है। 
पहले की तरह हम यह भी कह सकते हूँ कि ८४0 और धथ एक दूसरे के 47 में दर्पण प्रतिबिस्त 
है! ्््ि 
प्रयोग 3: आइए एक कागज का नया पन्‍्ना लें और प्रयोग 2 को केवल इस अंतर के साथ 


दोहराएँ कि हम कागज़ में दो के स्थान पर तीन जगहों पर छेद करें जैसा कि आक्ृति 8.6 में दिखाया 
गया है। 


/ हे 
३ > 
/ ४ / 
। हर घर है ;ई॒ 
| 0० | ॥< | 
॥ / ् < ॥ 
/ / 4 | है 
५ न ह ्‌ | 
4 हि 
| ६ 


£ 


आकति 8.6 
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जब हम कागज को खोलते हैं तो देखते हैं कि हमें एक रेखा, मान लीजिए, / तथा छःविदु, 
मान लीजिए, 4, 2, ८, 20, 2 और / प्राप्त होते हैं। अब हम 280, ८4,..48 तथा #, 2, 
2£& खींचते हैं। अब हमारे पास एक रेखा / तथा दो त्रिभुज 486 गौर 279 
. हैं। ऐसे दो त्रिभुज / के सापेक्ष परस्पर समम्तित कहलाते हें। क्‍या 0५480, / में ७777 का 
वर्षण प्रतिबिम्ब है? (००८४७ और /५.4४८ के बारे में हम क्या कह सकते हैं? 


यदि हम कागज़ को पुनः / पर मोड़ें तो क्या /४०/८८ पूर्णतया /७.4.8८/ पर गिरेगा जिससे 
कि 2, 4 पर; 5, 2 पर तथा ४”, ८ पर गिरे? क्‍या हम कह सकते हैँ कि त्रिभुज 48८ 
और 2/ सर्वागसम हैं? 


उपर्युक्त प्रत्येक प्रयोग में रेखा 42 या / समसिति रेखा (/॥6 ०/ 3)॥7४7४४29) या सममभिति 
मद (०४४ ० 5902॥27)) कहलाती है। 


अब (रेखा के सापेक्ष) सममिति की कल्पना को चतुर्भुज, पंचभुज, इत्यादि तथा व्यापक रूप में 
बिंदुओं, रेखाओं या रेख़ाखंडों से बनी किसी भी ज्यामितीव आक्ृति- के लिए सरलता से ला' 58: ३ जा 
सकता है। प्रत्येक दक्षा में, दोनों आकृतियाँ सममिति रेखा में एक दूसरे के दर्पण प्रतिबिम्ब होते हैं तथा 
यदि उस कागज़ को, जिस पर ये बनी हुई हैं, सममिति रेखा पर मोड़ा जाए तो पहली आकृति, पूर्णतया 
दूसरी पर गिरती है। दूसरे शब्दों में, कागज को सममितिअक्ष के अनुदिश मोड़कर एक को दूसरे के 
साथ संपाती (८०४7४८४) किया जा सकता है। 


अतः हम कहते हैं कि दो आकृतियाँ एक दी हुई रेखां के सापेक्ष सममित होती हैं यदि वह रेखा 
में एक दूसरे के दर्पण प्रतिबिम्ब हों अर्थात्‌ यदि क्रागज को रेखा के अनुदिश मोड़ा जाए तो दोनों आकृतियाँ 
परस्पर रांपाती हो जाएं। तब यह रेखा, सममिति अक्ष कहलाती है। 


गा नीचे सममभित आक्ृतियों के कुछ युग्म तथा उनके सममिति अक्ष दे रहे हें। (देखिए आकृति 
8.7 


८ ८7 पु / 
है] क 
५्‌ 8 (_» () 87 
8 कक, 
 प ! रद 5 छे 9 ८ ग 


() शी) 


साकृति 48.7 
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(५) 
आकृति 8.7: सममित आकृतियाँ 


प्रत्येक आकृति में सममित बिंदुओं के युग्मीं को 4, 4; 2, 8"; इत्यादि से व्यक्त किया 
गया है। 


8.3 सममित आक्ृतियों को युग्सों के कुछ गुण 


8,3.4 प्रयोग 2 में हमें सममित बिंदुओं के दो युग्मों 

८, #£ और 2), /” से सममित रेखाओं (४० और उक का 

एक युग्म प्राप्त हुआ था। आइए, (70 पर कोई अन्य / 
बिदूु /? लें। 4# के सापेक्ष ? का प्रतिबिम्ब कहाँ स्थित 

होगा ? . अब हम 2९ |..478 खींचते हैं तथा /# को 

बढ़ाते हैं जिससे कि वह #” से 0,पर मिले। (देखिए /0 
बाकृति 8.8) क्या 27२०-४९ है? क्‍या 0, 2 का 

सममित है ? ' 





| 
आकृति 38.8 


इसी प्रकार यदि प्रयोग 3 में हम /५.426 की किसी भी भुजा पर कोई बिंदु /? लें तो हम वेखेंगे 
कि उसका सममित 2, (०.८४ की संगत भुजा पर स्थित होगा। वास्तव में यह सममित आक्ृतियों 
के युग्मों का एक व्यापक गुण है। सप्ृ्तित आक्ृतियों के युर्स, सममित बिद्रुओं के युग्मों के बने होते 
हे । के शब्दों में, यदि हमारे पास सममित आहतियों का एक युग्म हो तथा एक बिंदु इनमें से फ़िशी। 
एक के अनुदिश चलता है तो इस बिंदु का सममित दूसरी आकृति के अनुदिश चलेगा । 
88,--4 पु 
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'मोता आकृति 8.6 में एक बिंदू 4 से 3, 8 से (' तथा वापिस € से 4 की ओर चलता है। इस 
, बिंदु का सम्रमित किस प्रकार चलता है ? स्पष्ट है कि 20 से £, £ से ४” तथा वापिस /” से 20 की ओर। 
साथ ही हम यह देखते हैं कि दोनों बिढ़ु विपरीत अभिदिश्ञाओं (०//४०४78 50585) के दो त्रिमुज 
बनाते हैं। पुनः यह भी सममित बाक्ृतियों के युग्मों का एक व्यापक गुण है। सममित आक़्ृतियों 
के पग्म विपरीत अभिदिज्ञाओं में ब॑नते हैं। 


8. 3.2 सर्वांगसमता और सममित भाक्ृतियों के युग्म 

हम दो ज्यामितीय आक्ृतियों की सर्वांगसमता से पहले ही से परिचित हैं। उदाहरणार्थ, आकृति 
8.9 में दोनों त्रिभुग 20/९ और 27८ सर्वाग्सम हैं। 5७207 को ७2१८ कक संपाती 
किया जा सकता है। (२ और 2८, /४ और «7, 7४, और 22 बराबर भूजाओं के युग्म हैं। 


(रे रि्‌ ४ 
आकृति 8.9 


यदि एक, बिंदु पहले त्रिभुज कीं भुजाओं 0/0 72 और 70 के अनुदिश चले तथा एक दूसरा बिंदु 

बम त्रिभुज की संगत भुजाओं 22, ४ और 29 के अनुदिश चले तो हम देखते हैं कि दोनों विदु 
| त्रिभुजों की भुजाओं के अनुदिश एक ही दिशा में चलते हैं । 

।# अब हम आकृति 8.6 को लेते हैं। वहाँ हमने देखा था कि यदि हम कागज़ को / के अनुदिश 

मोड़ें तो 2०/००/७47८ के संपाती हो जाता है। अतः हमें त्रिभुजों 486 और 20/5#' को सर्वांगसम 

तजिभुज मानना चाहिए। परन्तु हम यह भी देख चुके हैं कि ये दोनों त्रिभुज एक बिंदु और उसके सममित 

द्वारा विपरीत अभिदिशाओं में बनाए गए हैं। 


उपर्युक्त दोनों स्थितियों में परस्पर भेद दिखाने के लिए हम कहते हैँ कि आकृति ६8,9 के तिभुज 
7207१ और 22८ सीधे सर्वांगसम (४0४४2 ८०४४/४४४) हैं जबकि आक्ृति 8,6 के दोनों तिभुज 
4206 और 2/47 विपरीत सर्वांससम (०/१४०5४89 ८शाह्एशईई) हैं । 


... चूँकि सममित रेखा पर कागज को मोड़कर सममित आकृतियों के युग्मों को परस्पर संपाती 
किया जा सकता है तथा साथ ही चूंकि ये आकृतियाँ विपरीत अभिदिशाओं में बनती हैं इसलिए हम कह 
सकते हैं कि सममित आकृतियों के युग्म विपरीत सर्वायसम होते हैं । ह 
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विद्यार्थी को चाहिए कि वह आकृति 8.7 में दिए हुए आकृति युग्मों के लिए इस कथन की सत्यता 

की जाँच करे। 

38.4 सममित आकृतियाँ 

अनुच्छेद 8,] की भूमिका में सममिति की संकल्पता को 
दर्शाने के लिये हमने ताजमहल, एक तितली और एक 
पत्ती के चित्र दिए हैं।ये चित्र स्वयं में सममित हैं। 
इसमें से प्रत्येक चित्र में हम एक मध्य रेखा देख सकते हैं 
जो चित्र को दो भागों में इस प्रकार बॉटती है कि यह 
दोनों भाग इस रेखा के सापेक्ष एक दूसरे के साथ सममित 
हैं । हम नीचे कुछ सरल ज्याभितीय आक्ृतियाँ दे रहे हैं 


जो स्वयं में सममित हैं । हे £ 
48.4.] बर्गे 


हक 


आकृति 8.0 में 4267 एक वर्ग है तथा £, 77, 6 
और, मर क्रमशः उसकी भुजाओं 48, 2८, (7 और २0.4 
के मध्य-बिदु हैं। आइए 8 और 6 को जोड़ें। क्या 47267) ६ ठ 
और 2700 जायत हैं ? | आइ्ृति 6.0 


अब हम वर्ग को 776 पर भोड़ते हैं। क्या आयत 48670, आयत 27266 के संपाती हो जाता 
है? हाँ, ऐसा ही होता है। शीषे 4, 2 के संपाती है तथा 2), € के संपाती है। इस प्रकार, 42670 
और 77750 रेखा 220 के सापेक्ष आयतों का एक सममित युग्म है। हम केवल यही कहते हैं कि घर्म 
4700 रेखा 20 के सापेक्ष सममित है जो कि सम्मुख भुजाओं के एक मुस्म के मध्य-बिढुओं को 
मिलाती है तथा यह्‌ कि 220, वर्ग के लिए एक सममिति रेखा या अक्ष है। 


क्या यह वर्ग रेखा 2'प४, जो कि सम्मुख भुजाओं के दूसरे यूग्म के मध्य-बिंदुओं को मिलाती है, के 
सापेक्ष सममित है ? 


क्या वर्ग की कोई और सममिति अक्ष भी है? आइए विकर्ण 46 को देखें। 

यदि हम वर्ग को (0 पर मोड़ें तो क्या होगा ? क्या वर्ग 40 के सापेक्ष सममित है? हाँ! 
अब हम दूसरा विकर्ण 5.0 लेते है। हम देखते हैं कि वे 870 के सापेक्ष भी सममित है। 
ब्या वर्ग की अब भी कोई और सममिति अक्ष है? अभी तक ज्ञात चारों सममिति अक्षों में से 


प्रत्येक, वर्ग के केरद्र 0 से होकर जाती है। आइए केन्द्र 0 से जाती हुई कोई और रेखा 2.॥४ को देखें जो 
कि भुजा 470 को ४. पर तथा 26 को 2४ पर काटती है। (देखिए आकृति 8.) यदि हम वर्ग को 
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2.26 पर मोड़ें तो क्‍या होता है ? क्‍या चतुर्भन 7.0/८7, 
चतुर्भुज 04794 के संपाती हो जाता है ? नहीं! यह एक 
भिन्न 40420 धारण कर लेता है। दूसरे शब्दों में, 
दिया हुआ वर्ग ४8९7), /.0/ के सापेक्ष सममित नहीं है। 





आक्ृति 8.7 
संक्षेप में,वर्ग अपनी सम्मुख भुजाओं के युग्मों के मध्य-बिदुओं को जोड़ने से बनने वाली दो रेखाओं 
के सापेक्ष सममभित होता है तथा साथ ही दोनों विकर्णों के सापेक्ष भी 


१38,6.2 आयत 0 (5 (्‌्‌ 


आकृति 8.82 .में' 48८72 एक आयत है 
तथा 2,/,6 और # क्रमशः उसकी भुजाओं के मध्य-विद्धु 
हैं। इसकी सरलता से जाँच की जा सकती है कि 
आयत #£6 और #प,ज्ो कि उसकी सम्मुख भुजाओं के 
युस्‍्मों के मध्य-बिढुओं को जोड़ने वाली रेखाएँ. हैं, के 
सापेक्ष सममित है। 


धि 7 8 
आकृति 8.]2 


परन्तु क्या आयत विकर्ण .4(/ के सापेक्ष समभित 
है? आइए 0८%) को 6 पर मोड़ें। ७4८7, 
2५40 के संपाती नहीं होता। वस्तुतः यह एक 
भिन्न स्थिति 0.4८: धारण कर लेता है। (देखिए 
भाकृति 8,3) अतः आयत विकर्ण 46 के 
सापेक्ष सममित नहीं है। इसी प्रकार यह दूसरे बिकर्ण 
382 के सापेक्ष भी सममित नहीं है। 





आकृति 8.3 
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वास्तव से आयत केवल अपनी सम्मुख भुजाओं के युग्मों के मध्य-बिन्दुओं से बनी दोनों रेखाओं 
के सापेक्ष समभित होता है। 

अब आइए कल्पना करें कि आकृति 8.43 के दो त्रिभुग 4४८ और (0.4 पतले गत्ते के 
बने हैं। क्या हम /७५८४०4 को "७48८ पर इस प्रकार रख सकते है कि वे परस्पर संपाती हो जाएँ? 
हाँ, हम ऐसा कर सकते हैं तथा इसमें ८, 4 पर गिरेगा, 2), & पर गिरेगा और _, ८ पर गिरेगा। 
दूसरे शब्दों में, 04267 और /५८/०.4 सर्वाग्सम हैं। अतः हम देखते हैं कि विकर्ण 46, आयत 
420 को दो सर्वागसम भागों में विभाजित करता है। परल्तु फिर भी ८ सममिति अक्ष नहीं है। 
क्यों ? क्योंकि दोनों सर्वांगसम ज्रिभुज विकर्ण में एक दूसरे के दर्पण प्रतिबिम्ब नहीं हैं। 

इस प्रकार एक रेखा किप्ती आकृति को दो सर्वांगसम भागों में विभाजित कर' सकती है परन्तु 
भह सममिति अक्ष केवल तभी होगी जबकि दोनों भाग इस रेखा में एक दूसरे के दर्पण प्रतिबिम्ब हों । 





[. 
(॥) £ (५) 
8.4, 3समदियाहु लिभुज आकृति 8.4 
आइए एक कागज़ का पत्ता 4800 लें जिसमें 8 और (४2 के मध्य-विदु क्रमश: £ और हैं 

है। [देखिए आकृति 8.4([) |: फिर हम कागज़ को 7977 पर मोड़ते हैं जैसा कि आकृति 8.4(7) 
में दिखाया गया है। अब हम कोंची' की सहायता से एक कोना 27.04 काठते हूँ और कागज 
को खोल लेते हैं। [देखिए आक्ृति 8.4 (77) ] साथ ही आइए कटे हुए भाग को भी खोल लें 
जैसा कि आकृति 8.4(77) में दिखाया गया है। पन्ने में से समह्विवाहु जिभुज के आकार का एक 
भाग 77.06 कट गया है। (क्यों?) साथ ही, न की इनाम 90/। क्या 072 
असमान भुजा 2.7. के मध्य-बिंदु को संम्मुख शीर्ष ॥४/ से सिलानें वाली रेखा /ै के सापेक्ष सममित 
हैं? हाँ। हम कहते हैं कि प्रत्येक समहिबाहु त्रिभुज असमात भुजा के सध्य-बिंदु को उसके सम्मुख 
शीर्ष से मिलाने वालो रेखा के सापेक्ष सममित 58 है। हा बा] | 

क्या कागज़ का शेष बचा हुआ भाग [देखिए आकृति 8.4 (#)] 2४ के सापेक्ष सममित 
है? हो! 
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ठि 
) | ने 
है 
श 
| 
हृ 
|| कि शै 
() री] (॥) 
आकृति 48.5 


8.4.4 पुन: आइए एक कागज़ का पन्‍्ना लें और उसे रेखा 48 के अनुदिश मोड़ें। [देखिए आकृति 
१8.5 () | एक कैची की सहायता से अब हम छायामय भाग काट लेते हैं जैसा कि आकृति 48.5(॥) 
में दिखाया गया है और कागज को खोल लेते हैं। [दिखिए आक्रति 8.5([४)] कटा हुआ भाग 
तथा कागज़ का शेष बचा हुआ भाग दोनों ही रेखा 8 के सापेक्ष सममित हूं । 

अतः (तल में) कोई ज्यामितीय आकृति संघमित तब कहलाती है जबकि (तल में) कोई ऐसी 
रेखा ज्ञात हो सकती हो जो इस आक्रति को दो सर्वाधसस भागों में छिभाजित करे तथा प्रत्येक भाग इस 
रेखा में एक दूसरे का दर्पण प्रतिबि्श हो जाए। तब आकृति को इस रेखा के सापेक्ष सघभित कहा 
जाता है तथा रेखा सममिति अक्ष कहलाती है.। 

ऐसी ज्यामितीय आकृति जिसकी कोई सममिति अज्न न हो असममित (#0ा-9 0877) 
कहलाती है। 

असममित ज्यामितीय आकृतियों के कुछ उदाहरण नीचे दिए जा रहे हैं 


2५:९३ 


() |) (५) 


आकृति 8.6 
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प्रश्गावली 7 8.7 
). 426 एक समबाहू त्रिभुज है और 0, ८ रा तथा # क्रमशः उसकी भुजाओं 80, (५ 
और ०४४ के, मध्य-विंदु हे। त्रिभुज को कितनी सममिति अक्ष हैँ? इनके नाम बताइए। 


शत 





2, आह्वति 8.7 में 8८.70 एक समांतर चतुर्भज 
है। क्या इसकी कोई सममित्ति वक्ष है? 


छः 


आकृति 8,7 
3. जाँच कीजिए कि बृत्त अपने प्रत्येक व्यास फे सापेक्ष सममित होता है। 


4, बेल्द्र 0 का एक वृत्त लीजिए और इसे 60" के 
कोण के छ: त्रिज्यखंडों में विभाजित क्रीजिए जैसा कि 
आकृति 8.8 में दिखाया गया है। 48,28८ इत्यादि 
को जोड़िए और एक सम षद्भुज 8८779 प्राप्त 
कीजिए । इसकी छः: सममित्ति अक्ष हैँ। इनमें से तीन थिकर्ण 
420, 38 और ८४" हैँ। क्या आप छेष तोन सममिति 
अक्षज्ञात कर सकते हैं ?/ उनके नाम बताइए। 





आकृति 8.8 


(_ 


5. केन्द्र 0 का एक वृत्त लीजिए और चाँदे की ्े ञ 
सहायता से इसे 72" के कोण के पाँच तिज्यखंडों में 
विभाजित कीजिए जैसा कि आकृति 8.9 में दिवाया गया ७ 


है। 478, 2८, इत्यादि को जोड़िए और एक सम पंचभुज | 

42672 प्राप्त कीजिए। इसकी पाँच सममित्ति अक्ष 

हैं। क्या आप इनको खोज कर इसके नाम बता सकते हैं ? ५ 
हट 


- थाइुछि [8.89 
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6, केन्द्र 0 का एक वृत्त लीजिए और इसके दो लंम्ब 
व्यास 407 और ८06 खींचिए। कोणों 406 और 
८07 को क्रमश: व्यासों 2097 और 20077 से समदिभा- 
'जित कीजिए (देखिए आकृति 8.20)। क्या ये व्यास 
कोणों 7700 और ८0.4 को भी समद्विभाजित करेंगे? 
वया अब वत्त 45" के कोण के आठ त्रिज्यखंडों में विभाजित 
हो गया है? 47, 20 इत्यादि को जोड़िए और एक सम 
अष्टभूज 48८70/7677 प्राप्त कीजिए। सम अष्टभुज की 
कितनी सममिति थक्ष होती हैं? वया आप इन सबके नाम 
बता सकते हैं ? 





आकृति 8.20 
7. परकार की सहायता दे अपनी कापी पर संलग्न 
आकृति (आकुंति 8.2) खींचिए। इसकी कितनी 
सममिति अक्ष हैँ ? 
आकृति 8.27 


8, 2 सेमी और 3 सेमी की त्रिज्याओं के दो वृत्त इस प्रकार खींचिए कि उनके केन्द्रों के बीच 
की दूरी 6 सेमी रहे। इस आकृति की सममिति अक्ष ज्ञात कीजिए । 
9. 2 सेमी विज्या के दो वृत्त इस प्रकार खींचिए कि उतके केद्धों के बीच की दूरी 5 सेमी रहे । 
इस आकृति के समभिति अक्ष ज्ञात कीजिए | 
0. एक ही केन्द्र तथा 3 सेमी और 4 सेमी त्रिज्याओं के दो वृत्त खींचिए। इस आक्ृति के 
कितने सममिति अक्ष हैं? 
7. अंग्रेजी वर्णमाला के बड़े (८शआ४) अक्षरों में कौन से अक्षर ऊर्ध्वाधर रेखा के सापेक्ष 
सममिंत हैं ? कौन से क्षैतिज रेखा के सापेक्ष ? कौन से दोनों रेखाओं के सापेक्ष ? 
2, हिन्दी वर्णमाला के कौन से अक्षर सममित हैं? उसकी (उनकी) सममित्ति अक्ष भी बताइए। 
-3. एक वृत्त और उसकी एक जीवा खींचिए। इस प्रकार, बने वृत्त के दी्घ खंड (ऋद्ठाक 
रत! और लघु खेंड (॥४४० उ680४४) के क्रमश: सममिति अक्ष ज्ञात कीजिए। आप क्‍या 
देखते हूँ ! ॥ 
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4. एक अर्धवृत्त की सममिति अक्ष ज्ञात कीजिए । 
5, वृत्त का एक त्रिज्यखंड दिया है। उसकी सममिति अक्ष ज्ञात कीजिए | 


8,5 रचनाएँ 

8.5-7 एक दी हुई रेखा के सापेक्ष एक दिए बिदु के सममित एक बिढु की रचना करता 
माना / दी हुई रेखा है तथा 4 दिया हुआ 

बिंदु है। हम यह रचना निम्न चरणों में करते हें : कल 


चरण : ४ को केन्द्र मानकर और एक उपयुक्त 
त्रिज्या लेकर हम / को 2 और 0, 


पर काटता हुआ एक चाप खींचते हं। ! 

चरण 2: अब 2? को केन्द्र मानकर तथा 4 /! ली 
त्रिज्या लेकर हम एक चाप खींचते हैं 
जो कि 4 से होकर जाएगा। 


घरण 3: अब (? को केन्द्र मानकर और चरण 
2 वाली ही त्रिज्या (74 के बराबर) 8 
लेकर कर और है 34808: हैं । 
यह चाप 4 से होकर जाएगा 
(क्यों?) तथा पहले चाप को 4 के अंक 28522 
दूसरी ओर एक अन्य बिंदु, मान 
लीजिए, # पर काटेगा। 


तब » ही वांछित बिंदु है। (देखिए 
आक्ृति 8.22) 4 ओर » रेखा / 
के सापेक्ष सममित हैं । ह। 
यदि 4, रेखा / पर स्थित हो तो क्या 
होगा ? क्‍या हमें आकृति 8,23 से कुछ संकेत 
मिलता है ? आकृति 8.23 
क्या #, 4 के संपाती होगा ? हम देखेंगे कि 
यदि कोई-बिवु समसिति अक्ष पर स्थित हो तो वह स्वयं के सममित होता है। 


8. 5.2 दो दिए हुए बिदुओं की सममिति अक्ष की रचना करना 
साना 4 और # दो दिए हुए बिंदु हैं । 
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हम यह रचना निम्न चरणों में करते हैं : 

घरण : .4 को केसर मानकर और ३ 478 से अधिक तिज्या गा 
लेकर हम एक चाप खोंचते हैं। 

चरण 2: तब 2 को केन्द्र मानकर और वही त्रिज्या लेकर 

जो चरण । में ली थी हम पहले चाप को बिंदुओं /? 

और 0 पर काटता हुआ एक अन्य चाप खींचते हैं। & 8 

चरण 3: अब हम रेखा 20 खींचते हें । 
तब 20, ही दिए हुए बिंदुओं 4:और #.की' वांछित 


सममिति रेखा, है । (देखिए आक्ृति 8.24) (2 
[यदि हम चरण । में तिज्या ३ 42 से अधिक न लें तो 
रे ? 
रचना में क्या कठिनाई आएगी ?] आकति 76:23 


8, 5.3 एक दी हुई समभिति रेखा के सापेक्ष एक दिए हुए रेखाखंड के समसित रेखाखंड की रचता करना । 
माना 42 दिया हुआ रेखाखंड है और / सममिति रेखा है। 
हम यह रचना निम्न चरणों में करते हैं : 


चरण : हम पहले / के सापेक्ष 4 के सममित बिंदु की रचना करते 


हैं। (देखिए अनुच्छेद 8,5.7) मान लीजिए यह विंदु | ९ 
(है। 
चरण 2: फिर हम / के सापेक्ष 2 के सममित बिंदु 2) की रचता 
करते हैं । 
8 हे 


चरण 3: अब हम ८' और 2) को जोड़ते हैं। 
तब ८४0 ही / के सापेक्ष रेखाखंड 42 का वांछित 


सममित रेखाखंड है। (देखिए आकृति 8.25) 
आकृति 38.25 


8. 5.4 दो दी हुई रेखाओं की समर्मिति रेखा की रचना करना । 


स्थिति 7: माना /! और # दो रेखाएँ हैं 


और वे बिंदु 0 पर प्रतिच्छेद करती हँँ। हम / -" व * 
और # के बीच के कोण का समद्विभाजक 07 दे 


खींचते हें। तब 0/ रेखाओं / और % के लिए 
एक सममिति रेखा है। [देखिए आकृति 8.26(3) ] 


ञ्ज 


(|) 
आकृति 8.26 
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हे 0 पर 00 ।0/ सींचे। क्या / और % के लिए रेखा 00, भी एक सममिति रेखा 
9 

हाँ! 

स्थिति 2: माना रेखाएँ / और # समांतर ४ |! 
हैं। आइए / पर कोई बिंदु और / लें 20 | । 

खींचें जो कि # से 2, पर मिले। (क्या 9 पर 


20, | # है? ) अब हम 2! और 0 की सममभिति न $ 
रेखा 09 खींचते हैं। (देखिए अनुच्छेद 8,5.2) ] 
तब /06 ही / और #% की. सममिति रेखा है। ७ 9) 
[देखिए आकृति 8.26 (४)] (6 
आकृति 38.26 
प्रश्लावली 8,2 


!, एक त्रिभुज ४20 और रेखा / खींचिए। उस भिभुज की रचना कीजिए जो कि / के 
सापेक्ष ७.4.0(/ के सममित हो । 

2. एक वृत्त पर कोई बिंदु / लीजिए और वृत्त का एक व्यास खींचिए जो? में से 
होकर न जाता हो। इस व्यास के सापेक्ष बिदु /? के सममित बिंदु 2, की रचता कीजिए। कया 
९ भो वृत्त पर स्थित हैं ? 


पर 
बाल 2 लत 
3, जाकृति 8,27 में 20, वृत्त की 
एक जीवा तथा 42 एक व्यास है! क्या आप एक जीवां, 
मान लीजिए, /09 की रचना कर सकते हैं जो 40 के हि 


सापेक्ष 22, के सममित हो? 


आकृति 8.27 


4, केन्द्र 0 वाले वृत्त पर दो बिंदु / और ९, स्थित हैं। 2और 0, की सममिति रेखा खींचिए। 
क्या यह 0 से होकर जाती. है ! 


उत्तराला 





एकक 7 

प्रदनावली . 
0. (6) 70. (४) 7. (४) 7000000... (0) 70000000 
2 28000 3. 98 4. 7 
5.. (7) 5326 (मं) 7080952 (४४) 300380] 
6. (४) 23 07-- 49९ 07+-6% ] (के) 4%0-- 53 ]0१-4-9)% 05-- 626 04:8% ! 

(५ 424 0४ (8) 2%0+726 00--7% 0+2 07-+-]% 

9 योगर3330 9. 4 १7- 0 

प्रशनावली 4.2 
के 8 85; 90; 8646. # 4 3, कोई नहीं 4. 6 5, 4 
6. (7) 73967... ([) ॥8<29. (7) 87<59<63. (7) 0६४ जबकि # एक प्रनपूर्णाक है 
4 () 68708... (8) 78888. (98) 3009 (४) 0 
& 00005, 999998 9, 6530, 3056 0, 97542!, 24579 

एकक ॥ 

प्रनावली 2. 
(६ योग सम हैं (छ) योग सम है 
9, (कफ) 8386... (स्वर) 4400 (ग) 669 $ 4, 3 
4, 2, 8, 9 (ख) नहीं, नहीं 5. (क) 75 (ख) 

प्रदनावली 2.2 
3. (क) 522 (ज) 274 (ग) 2737 & (क) 2245 

रू) ]79240 3. (कं) 895 (प)। 5376 4 ] 
हज 297 -859 
604 357 


5. 089 विविटर्त.. 6. 4250... +. 28 २० . $, 089 साख 


उत्तरमाला 397 


प्रइनावली 2.3 
5 (कफ) 607920 (छल) 7245676. 2. (क) 072486. (स्) 04023689 
3 (क) 20300 (ख) 245606 4. 288] पैसे 
5. 999900 6. 400 लाख या 4 करोड़ टन 7. 3394 8० 
8, 3635504. 9 (क) 50, 36, 72... (ख) नहीं, नहीं 
प्रझनावली 2.4 
3, 8400 2. 0000 3. 8895 4. 890 $. 6030 
6. 2400 7८ 3000 
प्रश्नाथली 2.5 
% (क्ष) 607 (ख) 408 (ग) 608 3 नहीं 4 8050% 302 
8. 8 6 22, 0 7. 5 पेंक्तियाँ 8. 49, 74, 99,... 9 शनिवार 
विविध प्रदतावली ह 
(एफक ॥ और 77 पर) 
3. () < (के) का (सा) > » (छ) !, 4 7, 8, 85 (ख) 85, 5, 7, 4, 
3. (के) 2, 4, 7 4, (7) 7» (8+ 9) ₹२7%६ ४4-72 9 
(8) 28०८ (78--5]5725% 75-25 5 (४) 35% (7+ 3) +२859 7-4:35% 8 
(४०) 4)» (9-+-४) ०8 2६ 9 +-4 :८४ (०) ०(8--८) 48 --8० 5. 8050 


6. 70 7. नहीं. 8. 75 9. 725 ॥0. हाँ, एकक स्थान 
॥. 0 29, 300 23. (क) अंतर सम है. [खत्र) अंतर सम है... (ग) योग विषभ है, अंतर विषम है 








१4. 000 45. (के) 005 (ख) 9995 6. 7520, 2057 7. 999 
8. अंतर 885308642] है. 39, (क) 7485 (ख) 24950 20. बूृहस्पतिवार॑ 2]. मंगलवार 
22, (की) 723 (स) 527 
7 >. 27 
867 3689 
ऊ् 054 
4229 
एकक जय 
प्रड्ावली 3.3 
3. (४) मूल्य में कमी (४) दक्षिण को जाना (77) जनसंख्या में गा 


77) बेक से रुपया निकालना (४) वजन बढ़ना 2 (7) करण (मे) >7थ 

/) 25 (४) +370 4. लाभ (रुपयों में) :+0, + 6, नै 8, -+ -% - 79% +3 “८ 8 
४) समुद्र सतह से 300 मीठर ऊपर (४) समुद्र सतह से 00 मीटर नीचे 

(४४) समुद्र सतह से 70 मीटर ऊपर 7. (४) 390. (४) +8840 


3« 
5 
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प्रदनावली 3.2 


॥५ (४) > (४) ्््‌ (मं) बट (्णे ््टः (०) न्द्‌ (९४) प्र (०४४). 2 (लए) का 


$ -““47], “70, “3, 76, 87 $ 2], 0, ८3, ८ “# + ]0. 4. (४) 40. (४) ३20 


(6) 740.. (छ) -१20 8. (8) 4948. (है) -0785. (४) --१20670 
(7०) 999 6. 9, 3 9. , 0, 8, 7, 83 
एकक 7५ 
प्रदनावली 4. 
$ (7) ->6. (४) -+]0. (8) 29. (४) ->$8 (० -+9० (०४) 37 
$ (३) हम (स) हाँ (मं) ७ 3; +9 2; +7४ !; 0, 0 
(घ) शूत्य और किसी संख्या का योग स्वयं वह संख्या होता है 


प्रदनावली 4.2 
3. (7) -30. (मं) >३4 (४) 20  (*्0) -8०0 (४) 900 (०७) 86 
हा) -37॥].. (णं॥) --6683 2. (४) -+]289. (४) -362 (४४) -395 
2१) 0. ६० 2004. (४) 0 


प्रदमावली 4.3 
2. (7) “४45. (के) ->48॥ (8४) --00.. (४०) -52 
3 (क्) “3 8, +4 (व) हाँ, हाँ 

प्रद्नावली 4.4 


3, --१7, 37; 8, -8; -6, 6; -4, 4; -3, 3 
2 200, 00, 65, 48, “584, --95, 0.] 4. (7) 4 (४) -8७ (ह) 0 (&) 5 (०)7 


(शं )0 ॥;॒ 


प्रइनावली 4.5 
के (४) रा (#) की छ) 38 के है (०) 732 


(था) -732. (छह) -42920 3. ) < (गे) >>. (४) > 
4 50, 50; नहीं. $# 806. 6 ॥2मी 7 (४) “7 (8) |॥ (एम) -8 (४०) 8 


(०) 5! 8. --037 9. 28 70. “25 |77. (४7) 7! (४) 0 

- प्रइनावली 4.6 
पे, (४) -30 (४) --43 (ं) --26 (म्ग) 72 (०) ०0 
(थ) 0 9 (कर) हाँ (गं) हाँ (घ) 3.0४ 2, 0:०7, 0; 0, 0; 


/ 0; 2, 0; ३, 0 3, (7) --953 (7. --+359 (४7) 7695 (४०) 6 


ख्लरमाला 





१098 
प्रश्चायजी 5.7 
3. [7) 360 [कं 0७ ) 4547% 
2. (7) +>]470000 (8) - 728 (मं) 28030 
8. (४) ऋणगात्मक (४४) क्षवात्मक (6) ध्रमात्मक 
4, (-)»40; (--१)>5(--36); (-) 584; (- ३) 
8, “480... 6. (४) (74- 


+9) 2: 0:2०88+-(99:0) (6) (4-3) ४ 0.> 4--( 390 0) 


प्रश्मावली 4.8 


3. (४) -4 (मं) 8 (४) -+ ३ (77) ॥4 (०) 0 
2. (४) 358 (४) 7 (8) 20 (४0) 2 (०) -0 
3. (४) यू (४॥ ौ (8) ना (४0) ॥ 


चिविक्ष प्रश्नावली है 


(एकक हा और 79 पर) 
3. (४) -77>-77 (बं) 70>0 (गा) हद 0 (४) “3६३७ 
# व, ऋ। 3. [) (--):: (०5) (४) ( 5)»23 (४) (5-)* ( -9) 
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| ४) 9 (४) ॥0 (कं) 0 +8. (06 (४) 0 (6) 6 
7% (को) 50. (ख) 25 38. (8) >588. (है) 87 (मो) 879. (कै) 90 
६4. (क) 29, 3, + &  7 (ख) हाँ. 45. 80 सेमी, ]6 


एकक ४ 
प्रझनावली 5.॥ 
+ (7) 8 (४) 4 (हा) 7 (०) ४ (०) 644 
2. (7) 256 (8) - 834 (78) 496 (7०) &87 
3 (7 [म) (-9).. (छा) 0 (8४) (-20)* 
4. (7) 2500 (४) 64 (व) 8 (०) ॥ ०) ॥ 
(४) +7 (कं) ॥.. (रह) -+४2. (5४) 32 (४) 4024 
8. (४) 72 (४) -08 (वा) --00 (एी)।. 576. (४) -+5१500 
(णं) 000.... (शा १) 90000 (ए४) 432 6... [) +-728 
(8) -१5625 (४) -7४9 (7) 000000 (०) 8000 
7 4, 4, 9, 6, 25, 36, 49, 64, 87, 00 8. , $, 27, 64, 25, 20, 343, 52, 729 
प्रदनावली 5-2 
7॥.. (४) 70 (४४7) 36 (8) 45 (7०) 3 (०) 4 
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6. (४) और (४) 3 (४) हाँ (#) नहीं 
4. 2सेविभाज्य : हा / (7), (०)».. (थो और (झट) 
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प्रदनावली 77.2 
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प्रशनावली 5.] 
3. (क) और (ग) सत्य हैं 4. हाँ 6. हा 8. 260" 
प्रशनावली 5.2 
4. , नहीं 
एकक शा 
प्रश्नावली 7.7 
4. 42772 और 260, ड0७# और 47972 &. वर्ग 3. वर्भ 
4. वर्ग 5. (7) 4#7% और 2667. (ह) 4867 और ठठएमसठ (४7) डएठप्न भौर 


4ख्फ्ह.. 6. (7) 24, कह, हद. (४) 24, #म, 020. (४) #8, मठ, 06 
ब. 8, हैं; 2। 0, 5; "84 2, 7; यह। 


प्रदावली ]7.2 
$ [ 4770 और 2727 (४) डमछ और फझाटअ4 (४४) #मझ7ऋ0 और 420 
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प्ररणावली ।7,3 
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३ एकक जेशाा 
प्रध्भावली १8.7 


4. 3, 4), #छ&, ८७... ४. नहीं 

4. सम्मुख भूजाओं के तीन युग्मों के मध्य-बिंदुओं को जोड़ने वाली रेखाएँ 

8. शीर्षों को उनकी सम्मुख भुजाओं के मध्य-बिदुओं से जोड़ने वाली रेखाएं 6. हाँ, हाँ, 8 

7. 6 8. उनके केन्द्रों को मिलाने वाली रेखा 

9. उनके कैर्द्रों को मिलाने वाली रेखा। साथ ही, उनके केद्धों को जोड़ने वाले रेखाखंड का लग्ब समंधिभाजक 
0. कितनी ही 42. 5, इसकी ऊर्ध्वाधर रेखा 

43. जीवा का तम्ब सभद्विभाजजक 34- व्यास का लम्ब समद्विभाजक 35. केद्वीय कोण का समद्विभाजक 


भप्रध्नायली 38.9 
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अंकगणित 

अंकगणित की आधारभूत प्रमेय 
अंकित मान 

अंतः एकांतर कोण 
अंत: कोण 

अंत बिंदु 

अंतर द्वारा तुलना 
अंतराष्ट्रीय अंकन पद्धति 
अंश 

अंशांकन 

अंशांकित रूलर 

सक्स 

अक्स करने का कागज 
अक्षर गुणनखंड 

अक्षर संख्याएँ 

अज्ञात 

अद्वितीय 

अधिक कोण 

अधिक कोण भिभुज' 
अर्घ वृत्त 
अनुऋ्रमानुपात 
अनुक्रमानुपाती 
अनुपात 

अनुपात के पद 
अनुप्रयोग 

अभाज्य गुणनंडन 
अभाज्य गुणनखंडन गण 
अंभाज्य युग्म 

अभाज्य संख्या 
अभिगहीत 

अभिदिशा 

अभ्यंतर 

जे अम्ल 
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जसममित 
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5९6 एशप्र2 

बल्ायादां6 770307 क्ाष्टौ९१ 
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पफाव्त्यों ग्रणण००४ 
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जसमान 

असमान घिन्ह 
असमान पद 

अध्टभज 

आकृति 

आधार 

आधारभूत संक्रियाएँ 
आनुपातिकता स्थिरांक 
आपतन गण 

जपयत 

आयत्तन 

आयताकार लम्ब प्रज्म 
आयताकार समांत ए पड़फलक 
आरोही क्रम 

आलम्ब 

जखासक्ष कोण 
इरेटोसथीन्स की सीच 
उत्तरी पऋुज 
उभयनिष्ठ/सर्वेनिष्ठ 
उभयनिष्ठ सीमा 
ऊँचाई 

ऊर्ध्वाधर तल 
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किनारा 
किरण 

केन्द्र 

कोण 
ऋमधिमिभेय 
कऋरय मूल्य 
क्षतिज तल 
धाँतिज रेखा 
संगोलशास्त्री 


तणिल 
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0 १44३० 

एल्ज्घंटदो फ्ोॉग्र 
जल्फ्ाल्बों ताएलटपंठए 
अडात्टटको विडा8 

बोॉ0रड 

डाएछाएगएा दाए्टीट 
ग्र07799/0 7 

मऑट्छ्ठुवारट 

उष्टए50 २९ 47 6९2८7 

पाए 

प्रा0$ फाछट2 
खाग्यगाएंदों 

शोएटापाछ(2 घलष्ठोटड 
बोए०णां्रक्ता 

शोफबा+तत5 #९वृफपटछटफ 
टेट 

ण्व्ज 

८76 

ब्ग््टा 

(0 पत्राशएर& (एर 

९०४८ ए+26 

गिण्लंडणाप्यों फायर 
प्रत्शंदकांओं क्‍ंगर 
घरएणाणगरण 


खाता 
गणन 
गणन संब्याएँ 
गणित 
गतिविधि 
ग़मन 
गहराई 
गृणज 
गुणन 
गृूणनंखंड 
गृणनखंडन 
गुणनंफल 
गुणन सारणियाँ 
गणांक 
धन 
घनमूल 
घनाभ 
घात 
धातांक 
घूर्णन 
धृ्णन समसिति 
चतुर्थभूल 
चतुर्भुज 
चतुष्फलक 
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तर 
भौड़ाई 
जीवा 
डिवाइडर 
तत्समक अवयब 
तल 
तापमान 
तिरयंक रेखा 


भिज्य रेखाखंड 
त्रिज्या 

त्रिपद 

त्रिभुज 

त्रिभुजाकार क्षेत्र 
जिभुजाकार संख्याएँ 
थोक विक्रेता 
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०णै७ १००९ 
तं्फ्रगंद 
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€ए00८ा/ग्रतः 
इ्णक्ागा 
200 3श्ग०लाएए 
शणिफ्7 700० 
वबृण्बकाीबालनो 
०0थ०पणा 
[7०७/३९०० 

शा 

हा ए॥/0व7 
फल्बतता(स्ंतक 
कराकात 

दाशंत७ (59) 
उवेद्ञापए लेक्याला: 
एॉश्रा6 
(00ए९०बॉफस्ट 
फ़्द्याइस्टाइथ 
ैगैग्ाउ02 

8९८07 

एब0ंत्रों इल्ट्रायरटा। 
#2003 

परणाएंग 
प॥26 
प्रगाएप्रो्ए #ल्‍ट्रांणा 
प्ा्याहपरब० रपट 
अगागेव्ब्यंटः 


27१0 


' दक्षिण पक्ष 

- दर्षण 
दर्पण प्रतिबिम्ब 
दर प्रतिशत 
देशांश 
दस का स्थान 
द्विपद 

' दीर्घ खंड 

दीर्घ सांप 
पध्रनपूर्णांक 
'घनात्सक पूर्णीक 
घारा 

निर्माता 

निरपेक्ष मान 
नीचे 
सन कोण 
च्यून कोण त्रिभुज 
पंचभुज' 
पंचमूल 
फ्क 
पग 
पद 
पद का गुर्णांक 
परकार 
परमाणु ऊर्जा 

. परवर्ती 
परिधि 
परिमाण 
परिमाप 
पादव फलक 
पिरैमिड 
धपुनव्येवस्थितिकरण गुण 
पुस्तकालय 
पूर्ण घन 
पूर्ण चर्गे 

. पूर्ण संख्या - 
पूर्ण संख्याओं का समुज्चय 
पूर्णांक 
पूर्णाकों का समुच्चभ 
पूर्णॉकीय घात 
ब्र्क कोण 
पूरक कोण 
प्रतिकूल 


गणित 


५ 
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फ्राए707 * 
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टा2/3 ए8०९ 
जि#ठंडो 

078]07 55छुालाईए 
प्राक्]|णः था 
गरद्धांप्रा" ग्राएफ्रोनट्क 
ए०5एएट एट्छुटाड 
फ्फडब्या 


चाश्रापद्चिदाफदा: 


धॉ>3णेप८्ट एद्रोएड 

छल 

मै0पा८ 878) 

207६४ एरंग्याट्टॉट 
एल्ए६धब8ण5 

प्रच्चति १0०0 

शंतेंट 

ड्ध्टए 

ई९एए7 रे 
०ण्टीटिंडः६ छा पट एल 
एठप्राफ़॒च्रडड25 

बाॉणाओंट कादाएए 
छपतठ50255077 
सॉंष्टप्रक्राल्ल्ट्शटट 
ग्यग्द्टगां।प्तेंड 

छ्ट्ांशा<ए्टा: 

हा तल 802 

एएपथ्णउंत 
#€श्पाथाएटतठ790 9४0०० 
प्र०7०४५ 

एल्ऑड2टट 2पोॉ>८ 

छएुटापटटा इ्चुणए्थ्ा 

अिपोद गपाप्रैर८ 

हटर 0/ जंगल गफपगरॉजटाड 
प्राध्टछ्टटाड 

8८९ 0६ 792. ८75 

फ्राॉपटहए3) एएजटड 
ढण्पाएथ्याट१६ 
ए०््फ़ाव्यल्ाध्थाए धाड्रीटड 


ण्एएण्पाटड, 


प्रतिच्छेद 
प्रतिच्छेद बिंदु 
प्रतिबन्धित समीकरण 
प्रतिरूप 
प्रतिरूप भिन्न 
प्रतिरूप विधि 
प्रतिलोम 
प्रतिवर्ती कोण 
प्रतिशत/प्रतिशतता 
प्रतिस्थापन 
प्रयत्त और 
प्रसारित संकेशन 
प्रारम्भिक बिदु 
प्रिज्म 
प्रोत्साहन . 
फुलक- 
बराबर/समान 
वहिर्भाग “| 
बहुफलक 
अहुभुज 
अर बार योग 
. बार बार व्यवकलन 
बाह्य ; कोण 
बिदु 
बिदुकित' प्रतिरू 
बीजगणित 
बीजीय व्यंजक 
ब्याज 
भआगफरल, 
भाज्य 
भाज्य संख्या 
मुजा 


पलक 
मध्य 
मध्य के पद 


७४४४-8४ 

“ मानक 
मानक कोए' 
मापन 
मिलन 

' भझीटर छड़ 
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पीगीे बापे लाए 

छाफ़्यापंत ऋष्ाणा 
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” खुझूय जिकरणे 
सूछ 

हमे 

लक वंगे 
सोटाई 
सोड़ का निशा 
मृत्यु समुद्र 


थोग पर वितरित 
सोज्य प्रतिलोम 
रसायन 

रिक्त 

झूलर, 

रेखा 

रेखाखंड 

रेखिक युग्म 
शैशिक ससमित्ति 
सु खंड 

लधु चाप 

सस्य 

खम्ब प्रिज्म 
सप्याई 

सशाभ 

का का वर्ण 


थ 
बर्गेमूल 

थर्ग संध्यापँ 

शाम पक्ष 

शाथिक 

चिकर्ण 

विक्रय मूल्य 

वितरण गण 

विपरीत अभिविज्षाएँ 
बिपरीत फिरणें 
बिपरीत दिशाएँ 
विपरीत सर्वांगसम 
विभवांतर 

विभाजक 

विभाजन 

विभाजन द्वारा छुलना 
बिभाज्य 

विाज्यता 


गचित 


पाए तांछुगाकों 
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आपंफ०ए उह2 
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9704६ 
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ड्पृप्था'< गरफ्ण्यो>टतड 
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बलापंग्र्ठ एस्‍ए5 
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तप्ांडंगछल 

णफएक्तंडणा एज वीसंडंज्त 
वरुआंछठाठट 

सांरांकराजएंधए 


विभाज्यता की जाँच 
विभाजित 

बिमाएँ 

विषमबाहूु त्रिभुज 
विषम संख्या 
वैज्ञानिक अनुसंधान 
वृत्त ः 
वृत्तखंड 

वृत्तीय क्षेत्र 
व्यवकलन 
व्यवकलित करना 
व्यास 
ब्युत्कमानुपात 
ब्यूत्कमानुपाती 
कद समस्याएँ या प्रइत 


र्षे 
शीर्ष कोण 
: शीर्षाभिमुख कोण 


सून्य 
शून्य का योज्य गुण 
शून्य कोण 


पु प्तर 
संकल्पना. ' 
संक्रिया सारणी 
संकेतन' 

संख्या रेखा 
संख्यांफ 
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एरच्पाद्नांग्रतटा 

ढ्णास्व्फः 
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गरणणालत्यो 
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समकोणं र्रि हु जे 
समहिवाहु | ४ज 
समद्ििभाजक 
सम बहुभुज 
समबाहु तिभुज 
समभित 
सममित स्थित 
सममभिति 
समभिति अक्ष 
सममिति रेखा- 
सम्मुख 

सम संख्या 
समांतर 
समांतर चतुर्भुज 
समात चिन्ह 
समान पद 
समानुपात | 
समीकःग 

सम्‌ . सतह 
समूहन संकेत 
सरलतम रूप 
सर्वांससम 
सहचारी 
साधारण ब्याज 
साहचर्य गुण 
साहुत - 
सिरों के पद 
प्तीधापन 
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